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Die Entwickelung, welche die allgemeine Theorie der Flächen in 
den letzten Jahrzehnten genommen hat, beruht wesentlich auf ihrem 
Zusammenhange mit der Theorie der binären Differentialformen. 
Diesen Zusammenhang darzulegen und zu verwerten, ist eine Haupt- 
aufgabe der vorliegenden Schrift. Die Untersuchung der Flächen wird 
demgemäss auf Grund der Gauss'schen Darstellungsweise durchgeführt, 
die wichtigsten Resultate jedoch auch für die Annahme gegeben, dass 
die Fläche durch eine Gleichung zwischen Cartesischen Coordinaten 
definirt ist. Hinsichtlich der Formeln, welche von den Ableitungen 
erster und zweiter Ordnung der Coordinaten abhängen, ist das Streben 
nach Vollständigkeit massgebend gewesen, um das gegebene Material 
für die Discussion specieller Flächenklassen möglichst brauchbar zu 
machen. In dieser Schrift selbst werden specielle Flächen nur beispiels- 
weise behandelt. 

Der Text enthält keine Citationen, und auch die Literatur- 
Zusammenstellung am Schluss gibt nur die Titel weniger Abhandlungen 
von fundamentaler Bedeutung. Der Grund hiervon ist, dass der Ver- 
fasser an anderer Stelle eine vollständige üebersicht über die flächen- 
theoretische Literatur zu geben beabsichtigt. 

Berlin, Mai 1888. 
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L Abschnitt. 
üntersnchnng einer Fläche in der Nähe eines gegebenen Punktes. 

§ 1. 

Wenn es sich darum handelt, auf analytischem Wege eine Ein- 
sicht in die Natur geometrischer Gebilde zu erlangen, so kommt es 
vor allem darauf an, diese Gebilde in zweckmässiger Weise darzu- 
stellen. Für die krummen Flächen empfiehlt sich, insofern ihre all- 
gemeinen Eigenschaften in Betracht kommen, ganz besonders diejenige 
Art der Darstellung, welche zuerst von Gauss planmässig in Anwen- 
dung gebracht worden ist. Sie besteht darin, die (rechtwinkligen oder 
schiefwinkligen) Coordinaten der Flächenpunkte als Functionen zweier 
unabhängigen Variablen aufzufassen. Es werde gesetzt: 

(I) . ^^^(^^^^)^ y=^(^^^)^ ^ = /i(^^^)^ 

Von den in diesen Gleichungen vorkommenden Grössen gelten, falls 
nicht in speciellen Fällen etwas Anderes bestimmt wird, folgende Vor- 
aussetzungen: r», y, sind rechtwinklige, Cartesische Coordinaten. be- 
zogen auf ein im Räume festes Axensystem; u, v reelle Variable; 
f, g, h reelle Functionen dieser Grössen, welche für jedes Wertepaar 
(w, v) innerhalb eines gewissen, für u und v vorgeschriebenen Bereiches 
eindeutig definirt, endlich und stetig sind. Unter einer Fläche schlecht- 
hin soll stets ein Flächenstück verstanden werden, dessen Ausdehnung 
den für u und v gegebenen Intervallen entspricht. Wird '>iu Punkt 
A der Fläche durch Angabe der speciellen Werte ti = Uq^ v =^- v^ be- 
stimmt, so soll diese Beziehung zwischen Punkt und Wertepaar durch 

gekennzeichnet werden. Denkt man sich unter u und v Cartesische 
Coordinaten in einer Ebene, so wird jedem Punkte eines Stückes dieser 
Ebene ein Punkt des Flächenstücks eindeutig zugeordnet. 

Die eben über /) g, h getroffenen Festsetzungen reichen noch nicht 
aus, um den Inbegriff der durch (I) gegebenen Punkte des Baumes als 
ein Gebilde zu charakterisiren, welches wir, von der Anschauung aus- 

Knoblauch, Müchentheorie. 1 



2 I. Abschnitt. § 1. 

gehend, mit dem Namen einer Fläche belegen. Auf einer Fläche muss 
man im Allgemeinen von einem beliebigen Punkte aus nach allen Rich- 
tungen hin Curvenelemente ziehen können, und mit der Vorstellung einer 
Curve ist wiederum die der Tangente auf das Engste verbunden. Aus 
diesem Grunde sind die Functionen f, g, h noch gewissen Bedingungen 
der Differentiirbarkeit zu unterwerfen, welche im nächsten Paragraphen 
präcisirt werden sollen. Ob man auch denjenigen Mannigfaltigkeiten, 
welche durch nicht - diflferentiirbare Functionen dargestellt werden, 
eine geometrische Existenz zuweisen könne, braucht hier schon des- 
halb nicht erörtert zu werden, weil von solchen Mannigfaltigkeiten 
nur eine äusserst geringe Anzahl von Eigenschaften auszusagen wäre. 
Sind . doch Eigenschaften immer nur eine Folge von Beschränkungen, 
welche den allgemeinen BegriflFen oder Vorstellungen hinzugefügt werden. 

Gibt man in den Gleichungen (I) der Grösse v einen constanten 
Wert Vqj so stellen sie eine auf der Fläche gelegene Curve dar. In- 
sofern für diese noch u variabel ist, soll sie als eine w-Linie bezeichnet 
werden. Lässt man Vq das für v vorgeschriebene Intervall stetig 
durchlaufen, so erhält man eine ganze Schaar solcher Curven. Ebenso 
liefert die Annahme u = Wq, wenn man Uq alle möglichen Werte er- 
teilt, ein zweites System von Curven, die !;- Linien. Ein beliebiger 
Punkt des Flächenstückes, welcher einem Wertepaar (w^, v^ entspricht, 
kann also als Durchschnitt einer t;-Linie mit einer w-Linie aufgefasst 
werden. In Folge dessen werden diese Linien auch als Coordinaten- 
linien der Fläche, u und v selbst als die krummlinigen Coordinaten 
der Flächenpunkte bezeichnet. Im Folgenden verstehen wir unter 
„Coordinaten*^ ohne weiteren Zusatz stets die krummlinigen Coordi- 
naten; die Grössen x, y, z werden, wo es nötig ist, als Cartesische 
Coordinaten von jenen unterschieden werden. 

Es ist, wie noch bemerkt sei, vorläufig nicht ausgeschlossen, dass 
verschiedenen Wertepaaren (w, v) derselbe Flächenpunkt entspricht. 

Setzt man zwischen u und v eine functionale Beziehung fest, etwa 
so, dass beide Variablen eindeutige Functionen einer Unabhängigen t 
werden, so werden vermöge (I) auch x, y, Functionen von t und 
stellen wiederum eine Curve dar, welche auf der Fläche liegt und bei 
der obigen Annahme über die Bedeutung der Grössen w, v als Abbild 
einer ebenen Curve betrachtet werden kann. Dass die neu ein- 
geführten Functionen analoge Bedingungen erfüllen müssen wie f, g, 
hj versteht sich von selbst. 

Eliminirt man u und v aus den Gleichungen (I), so ergibt sich 
für die Fläche eine Gleichung zwischen Cartesischen Coordinaten: 
(II) Fix,y,0)^O. 



Untersuchung einer Fläche in der Nähe eines gegebenen Punktes. 3 

Diese Darstellungs weise ist für allgemeine Untersuchungen weit weniger 
geeignet als die erste; doch kann bei speciellen Aufgaben die Fläche 
in der Form (11) gegeben sein, sodass es nützlich ist, die Hauptfor- 
meln auch für sie zu kennen. 
Endlich ist die Darstellung 

(III) ^ = 9^(^,2/) 

zu bemerken, welche aus (II) durch Auflösung nach einer Coordinate, 

oder aus (I) durch die Annahmen f{Uy v) = u^ g (w, v) '= v hervorgeht. 

Sie ist trotz ihrer unsymmetrischen Form für manche Untersuchungen 

nützlich. 

Beispiel: Es sei eine Fläche definirt durch die Gleichungen 

i X = a cos u cos V 

\X) y = b cos u sin V 

IS = c sinu. 

Der Bereich der unabhängigen Variablen ist hier unbegrenzt. Doch 
genügt es wegen der Periodicität der auftretenden trigonometrischen 
Functionen, die Grössen u und v die Werte 

durchlaufen zu lassen. Werden die m, v elimiuirt, so ergibt sich die 
betrachtete Fläche als das EUipsoid 

(^) ^ + &^^ + V^ "" -^ 

mit den Halbaxen a, 6, c. Löst man nach z auf, so folgt 



(3) ^=_i_c]/i-5-§;. 

Um die Function rechts zu einer eindeutigen zu machen, ist es nötig, 
das Zeichen der Quadratwurzel zu fixiren. Die beiden möglichen An- 
nahmen liefern die Punkte der einen oder der anderen Hälfte der 
Fläche. 

Festgesetzt sei noch, dass unter dem Zeichen ]/a , wo a > 0, stets 
der positive Werth der Quadratwurzel verstanden werden soll. 

§2. 

Es sei jetzt (m, v) ein bestimmter Punkt einer gegebenen Fläche, 
Xy y, z seine Cartesischen Coordinaten, welche aus den Gleichungen 
§ 1 (I) folgen würden. Die krummlinigen Coordinaten w, v denken 
wir uns um Incremente dw, dv vermehrt, welche fähig sind, ihren ab- 

1* 



4 I. Abschnitt. § 2. 

soluten Werten nach beliebig klein zu werden. Alsdann sollen die 
beiden Punkte (u, v) und (w + dw, v + dv) als unendlich nahe oder 
benachbarte Punkte der Fläche bezeichnet werden. Die Cartesischen 
Coordinaten des zweiten werden gegeben durch die Ausdrücke 

f.{u + du^ V + dv) , 5^ (w + du, V + dv) , h{u -\- du, v + dv) . 

Wir nehmen nun an, es gelte für jede der Functionen f^g^h eine 
Entwicklung der Form 

f{u + dUy V + dv) = f{uy v) -\- -^ du -{- -~^ dv -\- Udu + Vdv, 

wo U, V gleichzeitig mit du, dv unendlich klein werden. Dies tritt 
sicher dann ein, wenn für den betrachteten Bereich der Grössen u, v 
die ersten partiellen Ableitungen der drei Functionen existiren, und 
selbst, ebenso wie diese, eindeutige, endliche und stetige Functionen 
der unabhängigen Variablen sind. Bleibt man nun, den Principien 
der Differentialrechnung gemäss, bei den unendlich kleinen Grössen 
erster Ordnung stehen, sofern dies möglich ist, d. h. sobald für keine 
der drei Functionen die Ableitungen nach u und v gleichzeitig ver- 
schwinden, so erhält man für die Incremente der Cartesischen Coordi- 
naten die Werte: 

^ dx = iT^ du + ^ dv 

dy = ö^ du 4- ^ dv 

^ du ' öv 

j dh j . dh j 

dz = ^— du -f- ^— dv , 

du ' ov 

Nun wird das Quadrat des Abstandes ds der beiden benachbarten 
Punkte gegeben durch: 

ds^ = dx' + dy^ -j- dz^ , 

und es kann ds wegen seiner unendlichen Kleinheit als auf der Fläche 

selbst gemessen betrachtet werden. Führt man für ö- etc. die Zeichen 

TT- etc. ein und setzt bleibend: 

du 



(1) 



dx dx . dy dy j^ dz dz j^ 

du dv * du d V "^ du dv 



so wird ds bestimmt durch die Gleichung: 

(2) ds"^ = Edu^ + 2Fdudv + Gdv"" . 

Der hieraus folgende Wert von ds, welcher stets positiv genommen 
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werden soll, heisst das Linienelement der gegebenen Fläche; E^ Fy G 

werden bezeichnet als die Fundamentalgrössen erster Ordnung. 

Die Werte der Fundamentalgrössen sind unabhängig von der Wahl 

der rechtwinkligen Goordinatenaxen , auf welche die Fläche bezogen 

wird. Dies kann auf directem Wege leicht folgendermassen gezeigt 

werden. Es seien x\ y\ / die Coordinaten des Punktes {x, y, z) in 

einem zweiten Axensystem, so ist für x^y a, h, c etc. als constahte 

Grössen: 

X = Xq '\' ax -^^ ay + a'z 

y =yQ + hx + Vy + V'z 

/ == ^0 + ex + c' y + c" Zy 
und es folgt: 

^s+ (if ) + m = («^ + ^' + ^^) m' + («^ + ^" + ^') ^' 

+ (a-- + 6"* + c"*) g^)' + 2{da" + h'l" + cc") f^ % 

+ 2(a"a + 6"5 + c"c) |^J-| + 2(aa' + 66' + cc') l^lf . 

Vermöge der bekannten Relationen unter den Goefficienten einer 
orthogonalen Transformation sind hierin die Goefficienten von (k— ) etc. 

gleich 1, die von ö^ ^ etc. gleich 0, mithin bleibt: 



dzV 



\dul "T" \duJ "f" Vau/ — \dJ "^ \dJ "^ \dJ 
In derselben Art folgt die Behauptung für F und G. 



E. 



§ 3. 

Geht man von einem Punkte A ^e (w, v) auf der (oder einer) ihn 
enthaltenden w-Linie zu dem benachbarten Punkte J5 ^5 (w + ^^; ^) 
fort und bezeichnet mit x + äx\ y + dy\ z + äz' die Gartesischen 
Coordinaten von B, mit ds das Bogenelement AB, so sind die Gosi- 
nus der Winkel «', jS', /, welche die Richtung von A nach B mit den 
positiven Goordinatenaxen bildet, gegeben durch 

dx' dy' dz 
d7' 17' ds'' 

Hierbei gehen die Grössen dx', . , .ds' jaxis dx, . . . ds durch die An- 
nahme dv = hervor. Es ist also 

dx = ^ dUy ... ds' = + YE . du . 
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Ist du positiv, so soll die obige Fortgangsrichtung als positive Richtung 
der w-Linie bezeichnet werden. Für diese ergibt sich ds = YE du, 

W, i dx Qf '^ ^y » 1 dz 

cos « = — -- TT- , cos p = — - M- , cos y = — =: ö- • 
yjij ou' ^ j/jg; ou' ' yji; du 

Analog geht die positive Richtung der t;-Linie von (ti, v) nach {u, v -J- dv) 
für positives dv] und es gelten die Gleichungen ds'' =yG . dv , 



/ON " 1 dx ^, ^ dy n 1 dz 

(2) cos a = — ^ -rr- , cos p = -7^ o— , cos y = -^ ö— • 

^ ^ yo- dv' ^ yö-dv' ' yQcv 

Der Cosinus des Winkels O* der beiden positiven Coordinatenlinien wird 

cos '9' = cos a cos a" + cos /3' cos /S" + cos /. cos /' 

1 Id xdx j.dydy .dz dz\ 

yl^i} ^du dv ~^ du d V ' d u d vi 
oder 

(3) cos -ö- = -£^ . 
^ ^ yEG 

Hieraus folgt noch: 

(4) sin O" = - 



yEG VEG' 

wenn 

(5) YEG—F' = T 

gesetzt wird, und 

(6) tg^=|;. 

Der Winkel «9- kann und soll stets ^ tc vorausgesetzt werden. Dann 
sind auch in (4) die Quadratwurzeln positiv zu nehmen. 

Aus (3) folgt: Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, 
dass die Coordinatenlinien sich überall senkrecht schneiden, ist das 
identische Bestehen der Gleichung 

Wir fügen jetzt über Ey JP, G noch folgende Voraussetzungen 
hinzu. Die Grössen E und 6r, welche im Allgemeinen > sind, 
sollen niemals = werden. Hat man es, wie angenommen, blos mit 
reellen Punkten zu thun, so könnte nach § 2 (1) JE nur dann ver- 

schwinden, wenn k— = 0, ^ = 0, ^ = wäre; das gleichzeitige 

Bestehen dieser drei Gleichungen, sowie der entsprechenden für v, wird 
also ausgeschlossen. Die Grösse T, deren Quadrat sich leicht in 
die Form 

(7) EQ - F'= 6^1^- l- V^Y+ ß-i 1^ - 1^ 1-1' 

^ ^ \ouco oucv/ * Vöuov duovi 

. /dx dy dy dxy 

* \du d V du d vi 
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setzen lässt, also im Allgemeinen ebenfalls positiv ist^ soll ebenso- 
wenig Null werden können wie E und G. — Bestände die Gleichung 
T = für alle Wertepaare eines gewissen Bereiches, so würde man 
es nicht mehr mit einer Fläche, sondern mit einer Curve zu thun 

haben. Denn die Gleichung ^ ^ 0- 0^ = und die beiden ana- 

° du ov du ov 

logen besagen, dass zwei Relationen zwischen x, y und stattfinden. 
Für T > ist sin %' von Null verschieden, O* selbst niemals = 
oder = 71 j und die Curven u = const., v = const. berühren sich nir- 
gends. Es sei ferner A ^ (u, v) ein beliebiger Punkt der Fläche, 
C ^ (w, V + dv) ein benachbarter auf der durch A 
gehenden t^Linie. Durch A und G sollen die ent- 
sprechenden w-Linien construirt werden. Ein dritter 
Punkt Bj auf der t«-Linie von Aj werde dadurch er- 
halten, dass man von C aus auf diese Linie eine 
Normale fällt. In dem unendlich kleinen, als gerad- 
linig zu betrachtenden Dreieck ABC ist 

BAC = %' oder =jr — ^, 

BC = AC^mQ' = ds' sin '9' = + "/©"sin d' dv . 

Der Abstand BC ist, da G und sin O* nicht Null sind, von derselben 
Ordnung wie dv] oder die aufeinanderfolgenden Curven der Schaar 
V = const. laufen einander unendlich nahe , ohne sich jedoch jemals 
zu schneiden oder zu berühren. Dasselbe gilt von den v-Linien. 

Die bisher gemachten Voraussetzungen beziehen sich teils auf ge- 
wisse Eigenschaften der darstellenden Functionen /*, ^, . . ., teils invol- 
viren sie eine Beschränkung der Variabilität von u und v. In letzterer 
Hinsicht erscheint es angemessen, vor allem die Forderung zu stellen, 
dass die gegenseitige Beziehung der Flächenpunkte und der Werte- 
paare (UyV) eine eindeutige sei, dass also jedem Punkte nur ein Paar 
krummliniger Coordinaten entspreche. So könnte man in dem Beispiel 
des § 1 die Coordinaten eines Flächenpunktes A um 2;r vermehren 
und erhielte dann denselben Punkt wieder; allein es ist offenbar zweck- 
mässig, u und V auf den dort angegebenen Bereich zu beschränken« 

§4. 

Es seien 

A = (m, v) = {x, y, z) 
und 

B EE:[u '\- du, V -j- dv) ^ (rc + dXj y + dy, z + dz) 

zwei unendlich nahePunkte der Fläche, das sie verbindende Linienelement 
AB = ds. Die Grössen^, ^, ^- können als Kichtungscosinus einer 
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Tangente der Fläche im Punkte Ä aufgefasst werden. Setzt man für 
ds, dx etc. ihre Werte, so ergibt sich z. B. 



dx 

ds 



dx j , dx , 

TT- aw + >r dv 
du ' V 



YEdu' -f 2Fdudv + Gdv^ 

Dieser Ausdruck hängt seinem absoluten Betrage nach nur von dem 
Verhältnis der Differentiale du und dv ab, seinem Zeichen nach aber 
noch von den Vorzeichen dieser Incremente. Die verschiedenen mög- 
lichen Annahmen liefern zwei Zeichen, welche den beiden entgegen- 
gesetzten Richtungen der Tangente entsprechen. 

Bezeichnen |, 17, ^ laufende Goordinaten, so sind 

(1) 



dx 
ds 



dy 
ds 



dz 
ds 



die Gleichungen der Tangente. Der gemeinsame Wert der drei Quo- 
tienten sei mit r bezeichnet; dann können die Gleichungen geschrieben 
werden: 



(2) 



I /dxduj^dxdv\ ^^ (dy du , dy dv\ 

^'^'^Kdlldl'^'dvdj)' '^ ~'y '^'^Xd^ds '^ didTsI' 



t, , {dz du . dz dv\ 

'^ ' \du ds ^ dv ds/ 



Sie enthalten die beiden Grössen 

Durch Elimination derselben folgt 

dx 



dz dv^ 
dv dst 

du , dv 



ds ' d 
und t 



ds 



ds 



im ersten Grade. 



(3) 



S — ^ 



n — y 



t-0 



du 
dy 

du 

dz 



dx 
dv 

dji 
dv 

dz 



= 0, 



du d V 

eine Gleichung, welche für alle Tangenten in Ä erfüllt ist, also ihren 
geometrischen Ort repräsentirt. Da ^, rj^ ^ in (S) nur linear vor- 
kommen, so ist der Ort eine Ebene, die Tangential- oder Be- 
rührungsebene der Fläche im gegebenen Punkte. Setzt man nach 

Gauss 

dy dz dz dy 



(4) 



du dv 
dz dx 



du dv 
dx dz 






du dv du dv 

dx dy dy_dx p 



du dv du dv 
so wird die entwickelte Gleichung (3) 
(5) A{%-x)-\-B{ri-y) + G{i-s) = 0. 



A 
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Wir kommen im § 7 auf diese Ebene zurück. Zunächst aber soll der 
Winkel zweier Flächentangenten berechnet werden. 

Zu den beiden Punkten -4, B nehmen wir einen dritten 

(7 Ezz (m + Su, V + Sv) 

hinzu, welcher ebenfalls Ä benachbart ist. Seine Cartesischen Coor- 
dinaten seien x + dx, , . ., das Linienelement ÄC = ds. Der Cosinus ' 
des Winkels w, welchen AB und AG in Ä mit einander bilden, ist 



oder 

(6) cos w = 



dxdx + dydy + dzdz 

cos W = ' ,\ 

dso8 



Edudu + F{du8v + dv9u) + Gdvdv 



yEdu^ + 'iFdüdv + Gdv' ^ESu^ + '^Fdudv + G8v^^ 



woraus 



^\v?w= - 



ds^8s' 



£:du^+2Fdudv+Gdv\ FduSu+ F{dudv+dvSu) + Gdvöv 
Edudu+F(duSv + dv8u)+Gdv8v,Edu^ + 2Föu8v + Gdv^ 



1 


Edu + Fdv , Fdu + Gdv 




du, dv 


ds^ds^ 


Edu + Fdv, Fdu + Gdv 




du, dv 


1 


E, F 




dUj dv ^ 


ds^ ds^ 


F, G 




dVf dv 









durch zweimalige Anwendung des Multiplicationstheorems der Deter- 
minanten folgt. Mithin ist 

duSv — dv8u 



sin 



w = ± YEG — F 



2 



dsds 



Fig. 2. 



Um das Vorzeichen zu bestimmen, muss ein für alle Mal festgesetzt 
werden, in welcher Weise die Winkel in der Tangentialebene zu zählen 
sind. Es seien B\ C zwei dem Punkte A benachbarte auf der posi- 
tiven w- resp. t;-Linie (§ 3). Dann soll die Drehung, welche nötig ist, 
um die Richtung -4jB' in die Richtung AG' 
durch den Winkel %'{<%) überzuführen, als 
Drehung in positivem Sinne bezeichnet 
sein, und wir wollen uns die Winkel der 
verschiedenen Tangenten, falls nichts Anderes 
bemerkt wird, immer in diesem Sinne ent- 
standen denken. Beschreibt man ferner um 
A eine beliebig kleine Curve, welche durch 
die t«- Linie in zwei Teile zerlegt wird, so 
wollen wir sagen, dass der Teil des von der Curve begrenzten Flächen- 
stücks, durch welchen die positive t;-Linie geht, auf der positiven 
Seite der w-Linie liegt. Ist nun h der Winkel von AG mit AB\ so 
hat man, weil für den Punkt B' dv = 0, ferner AB' = ]/Edu ist. 




10 I. Abschnitt. § 4. 

Edu + Fdv 



cos b = 



YEG — F^dv 



sin J = — rrr-— _- 

YE ]/Edu^ + 2F8udv + Göv'' 

Hier gilt auch in dem Ausdrucke des Sinus überall das positive Zeichen 
der Quadratwurzeln. Denn liegt C auf der positiven Seite der «Linie, 
ist also dv > 0, so ist 6 < ä, und die Formel liefert einen positiven 
Wert des Sinus, wie es sein muss; dagegen wird der Ausdruck negativ 
für dv < 0, also für Punkte C auf der negativen Seite der w-Linie, 
entsprechend der Thatsache, dass dann h den Wert Jt übersteigt. — 

Ebenso erhält man für den Winkel BAS' = a die Gleichungen 



(7) 



Edu + Fdo 
cos a = —r 



V'E'yEdu^ + 2Fdudv + Gdv^' 



sm a = 



Veg — F^ dv 



y'Ey'Ed'u' + 2Fdudv + Gdv^ 

Es sei nun (Fig. 2) a<6, so ist der Winkel Wj der durch positive 
Drehung von ds bis zum Zusammenfallen mit Ss entsteht, gleich b — a. 
Ist dagegen a^b, so ergibt sich der in derselben Weise gezählte 
Winkel = 2ä — {a — b). Mithin ist in beiden Fällen 

cos w = cos (6 — a) f sin w = sin (6 — a) , 

und es folgt für cos w der Ausdruck (6), ferner 

^ov . VEG-^F^ (duäv—dvdu) 

(8) sm w = — = — ^ ^ , — 



]/Edu^ + YFdudv + Gdv' YEäu^ + 2Fdudv + Gdv"^' ' 

endlich durch Division 

{q\ f „ ,,; == YEG^F'^ {du8v - d vdu ) 

\P) ^g ^ Edudu + F{du8v + dvdu) + Gdvdv' 

Es seien jetzt die Geraden AG und AB als Tangenten zweier 
durch A gehenden Curven 

(10) g)(ti'j v) = consi, if(u, v) = const, 

aufgefasst. Dann gelten die Gleichungen 

cu ^ cv ' du ^ c V ' 

aus welchen die Verhältnisse 3—, ^— zu entnehmen und in (6, 8, 9) 

du^ du \ 7 7 / 

einzusetzen sind. Um zu eindeutigen Ausdrücken zu gelangen, ist es 

dabei nötig, eine bestimmte, im Allgemeinen willkürlich zu wählende 

Richtung für jede der beiden Curven als positive zu bevorzugen und 
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die Vorzeichen zu beachten, welche die Differentiale du etc. vermöge 
der getroflfenen Pestsetzung annehmen. — Wir wollen aber jetzt die 
beiden Curven uns nicht für sich allein, sondern als Glieder zweier 
Curvenschaaren denken, also unter den rechten Seiten von (10) Para- 
meter verstehen, deren jeder fähig ist, eine Reihe verschiedener Werte 
anzunehmen. Dann kann man die Punkte der Fläche auch auf die 
Linien 9 = const., ^ = const. als Coordinatenlinien beziehen. Wird 
dies bei irgend einer flächentheoretischen Aufgabe beabsichtigt, so ist 
es natürlich, die positiven Richtungen der Curven von vornherein 
so zu wählen, wie es den Festsetzungen des § 3 conform ist. Man 
wird aber in diesem Fall auch die in dem laufenden Paragraphen dar- 
gelegte Zählungsart der Winkel — welche sich besonders dann empfiehlt, 
wenn mehr als zwei Richtungen gleichzeitig zu betrachten sind — 
wieder verlassen und den Winkel O*' der beiden Curven stets zwischen 
den Grenzen und jr annehmen. Es ist am zweckmässigsten, die Be- 
rechnung von «9-' an die Theorie der Coordinaten- Transformation zu 
knüpfen, zu welcher wir daher zunächst übergehen. 

§ 5. 

Für die Cartesischen Coordinaten x, y, einer Fläche seien zwei 
verschiedene Darstellungen gegeben, durch Grossen w, v und u\ v. 
Der functionale Zusammenhang, in welchem beide Coordinatensysteme 
notwendig stehen, wird vermittelt durch zwei Gleichungen: 

0(tiy Vj Uy v) = 

^(U, V, U, V) = 0y 

aus welchen sich u und v als eindeutige und eindeutig umkehrbare 
Functionen von u und v ergeben mögen. D. h. wenn man setzt 

u = q) (w, v) 

WO die Functionen g? und ^ innerhalb eines gewissen Bereiches der 
Grössen m, v den Bedingungen der Eindeutigkeit, Endlichkeit und 
Stetigkeit genügen , so soll 'jenem Bereich sich ein anderer für die 
Grössen u\ v der Art zuordnen lassen, dass auch umgekehrt die aus 
(1) folgenden Werte 

(u = % {u, v') 
v = m (u\ v) 

innerhalb des letzteren Bereiches die genannten Bedingungen erfüllen. 
Für die partiellen Ableitungen erster Ordnung der Functionen 9?, ^, 



(1) 
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%y ST nach ihren Argumenten seien dieselben Bedingungen festgesetzt, 
und es sollen endlich für keine Stelle des Bereichs die beiden Ab- 
leitungen einer und derselben Function gleichzeitig verschwinden. 

Die Cartesischen Coordinaten mögen, in den neuen Ooordinaten 
ausgedrückt, durch die Gleichungen 

(3) X = /"(w', t;') = a;, y = g{u\ v) = y, = h(u, v') = z 
gegeben sein. Es geht also z. B. die Relation 

vermöge der Gleichungen (1) oder (2) in eine Identität über. Nun ist 



dx dx du' , dx dv' 



du du' du 


' dv' du ^ ' 


m • 


dx dx du' 
dv du' dv 


, dx dv' 
+ dv' dv ' ' 


• • > 


dx dx du 


, dx dv 

"^ dv du' • 




du' du du' 


. . 


dx dx du 


, dx dv 

■T" dv dv'^ ' 




dv' du dv' 


• • • 



(4) 



und analog 



(5) 



Aus den Gleichungen (4) folgt, wenn die Fundamentalgrössen für die 
Coordinaten u, v' mit JE', F\ G' bezeichnet werden, nach § 2 (1): 



\öu/ ' du du ^ \cuf 



(6) 



F = E 



, cu du 



,dv' dv' 



du dv "•" \du dv ' du dv) "•" du dv 
\dv / ^ dv dv * \dv/ ' 



und aus den umgekehrten Relationen (5) eine zweite Reihe von 
Gleichungen, welche sich aus (6) durch Vertauschung von u, v, E, 
F, G mit u, v\ E\ F\ G' ergibt. Die erste dieser Gleichungen, 

\ou / ' du du * \ou / ' 

lässt leicht erkennen, dass E' positiv ist. Denn die quadratische Form 

du d V 

der Grössen ö— 7, 0— ?, um welche es sich handelt, kann geschrieben 
werden: 

und ist wesentlich positiv, weil E und EG — JP"^ > sind. Dasselbe 
gilt für G\ Ferner ist 
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E'G' -r^ = 



E' F' 

r G' 



■^du^-^ du' 



^ du ^ ^ du 



E 



du 



dv 



dv 

E F 
F G 



'- 4- F —- F— 4- G ^^ 



dv' 

du du 
du' dv' 

d V dv 
cu cv 



dv' 



du du 



(/U 



cv 



dH) dv 



Cu 



CV 



Es werde noch für die Function aldeterminante der w, v nach den 
u\ V die Abkürzung eingeführt: 



cu 


du 

f. t 

cv 
cv 


du 

cv 


cu 


cv 



= z/ 



so folgt schliesslich 

(7) E' G' - jF'2 = {ßG - F2) . ^2^ 

und es ist auch E' G' — F'^ positiv. Unter den für die Transforma- 
tion geltenden Voraussetzungen genügen mithin die neuen Grössen 
E\ G\ E'G' — F'^ denselben Bedingungen, welche im § 3 für E, 
G, EG — F^ festgesetzt wurden. 

Combinirt man die Gleichungen (4) und (5), so erhält man Re- 

lationen unter den Ableitungen x— 7, . . ., ^r-, ..., welche sich auch auf 

folgende Weise ergeben. Es ist, je nachdem man w, v als Functionen 
von u\ v' betrachtet, oder umgekehrt: 

(8) 
(9) 



du 



du 



cv 



dv 



du = K— 7 du + K— dv\ dv = ^— du' + - -> dv' 



du' 



dv 



Cu 



cv 



du'- 



du j i du j j r dv j I dv ^ 

— du -f- -TT- dv, dv = ö— du + ^r— dv . 
u * cv ^ cu * cv 



c 



Entnimmt man aus (8) die Werte von du' und dv' und substituirt 
sie in (9), so 'wird 

1 / dv j du T \ du' j . du' ^ • 

-, l ^-T du — 7 -/ dv] == TT— du -f- ^^— dv 
J \ cv cv / du * cv 

1 / dv j t du T \ dv' , , dv' , 
- \ — Q— ; du + ö— / dv] = -TT- du + -TT- dv , 
J \ cu * cu / cu ^ Cv ' 

woraus die häufig gebrauchten ümkehrungsformeln folgen: 



(10) 



cu 

du 

dv^ 
du 



1 dv 
J dv'' 

1 dv 

d du ' 



cu 

dv 

öv 

"dv 



d cv 

d du 
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Setzt man noch 



so folgt aus (10) 

(11) 





cu 


CU 


cv 


1 t 

cv 


cv 


du 


dv 



= ^\ 



^' = 



Mit Hilfe der Relationen (10) können die Transformationsformeln 
für E\ F\ 6r' noch in eine andere Form gesetzt werden. Es wird 
nämlich 

E' = J' \e P-)'- 2fI^''- + G (t^)n 

L \cv/ Cv cu ^ \cu/ J 



und mit Benutzung von (7j: 



(12) 



£' G' — F'^ 

- F' 

F' G' - F"' 

G' 



\cv / cv cu \cuf 



FG — F^ 



^dv' cu ^(dv'du , du dv'\ , ^dv' du 
cv cv \cv cu dv du/ cu cu 



-('^ 



FA'.'^Y-^F 



EG — F* 

du' du' 



cv -du 



^"iW 



E' G' - F'' 

Die Transformationsformeln (6) hätten noch auf einem anderen 
Wege erhalten werden können als durch Berechnung von E, F, G- 
aus ihren Definitionsgleichungen. Denn diese Grössen sind die Coeffi- 
cienten der binären quadratischen DiflFerentialform 

Edu^ + 2Fdudv + Gd^^, 

welche als Quadrat des Linienelements zwischen zwei bestimmten 
Flächenpunkten eine invariante Bedeutung hat, d. h. von dem ge- 
wählten Coordinatensystem nicht abhängt. Man hat nur in die Re- 
lation 

Edu^ + ^Fdudv + Gdv^ = E'du^ -\- 2Fdudv' + G'dv^, 

welche aus dieser Bemerkung folgt, die Werte (9) zu substituiren 
und die Coefficienten von dv?, 2dudv, dv^ auf beiden Seiten zu ver- 
gleichen. 

§6. 
Um nunmehr den Winkel %'' zweier Curven 

(1) ^>{^) ^) == const., ^(w, v) = const. 
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in einem bestimmten Punkte (m, v) zu finden (cf. § 4), denken wir 
nns die beiden durch (1) dargestellten Schaaren zu Coordinatenlinien 
gewählt. Die Fundamentalgrössen erster Ordnung für diese Annahme 
seien E\ F\ G\ Dann wird nach § 3 (3, 4) 

cos '9' = -, sm '»• =- , — , 

yE' G' ' VE' a' 

und es folgt aus § 5 (12, 7, 11), wenn man nach (1) die Zeichen 
u\ v durch g?, ^ ersetzt: 

dv dv \dv du du dv/ 



(2) cos '9'' = — 



du du 



(3) sin d'' = 



\^ ?/ 6^ t; dv du/ 



v<i)' - -iii + « {UY-v-m-^^?. ?. + ''ö' 



£ ist ein Vorzeichen, welches so zu wählen ist, dass der ganze Aus- 
druck positiv wird, d. h. gleich + 1, je nachdem die Functional- 

j . . , d(p dib d(p dij) ... j 1- • j. 

determmante -^ ^-^ — ö-^ ö— positiv oder neorativ ist. 



du dv dv du 
Es ist noch 

_ rp Id^ ^ _ ^ ?^\ 

\du dv dv du/ 



(4) tg ^' = 



dv dv \dvdu dudvl ducu 



Aus (2) ergibt sich als notwendige und hinreichende Bedingung 
dafür, dass die Curven (1) auf einander senkrecht stehen: 

(5) ^|^|^_iJ'(|^|^ + |?|^) + G^_?|^_0. 

^ ^ cv cv \ovou*cuov/* c u du 

Sollen die betrachteten Curven, wie angenommen, Coordinaten- 
linien sein können, so ist notwendig 

du' dv' du' dv' -^ ^ 

du dv dv du <C 

Denn sonst wären w' und v' nicht unabhängige Variable. Man kann, 

von besonderen Fällen abgesehen, auch über das Zeichen der Functional- 

determinante noch verfügen. Angenommen nämlich, sie sei negativ, 

80 setzen wir 

u' = — Uq 

und erhalten 

dUfy' dv' duQ dj/_ ^ 

du dv dv du 

Nun deckt sich der Inbegriff der durch 
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q)(u, v) = const. 

dargestellten Carven mit derjenigen Curvenschaar, welche durch 

— q)(u, v) = const. 

repräsentirt wird. Die Veränderung des Zeichens von u bewirkt also 
nur, dass die vorher negative Richtung der w'-Linien als positive 
gekennzeichnet wird. Von der gegenseitigen Lage der positiven 
Richtungen der Linien u = const., ... v' = const. für ^^' > oder, 
nach § 5 (11), für ^>0, kann man sich leicht eine geometrische 
Vorstellung machen. Berechnet man nämlich nach § 4 den von der 
positiven w' -Linie mit der positiven v'-Linie gebildeten, durch positive 
Drehung entstandenen Winkel w, so erhält man für cos w denselben 
Ausdruck wie für cos d'\ für sin w den Wert von sin -ö-' ohne das 
Zeichen s (oder es ist sin w = s sin d''). Ist nun z/'>0, so wird 
sin m; > 0, und w liegt zwischen den Grenzen und Jt. Lässt man 
demnach die positive w'- Linie mit der positiven u-ltinie zusammen- 
fallen, so liegen die positiven Richtungen der beiden anderen Curven 
auf derselben (nämlich der positiven) Seite der w- Linie. 
Für ^ > folgt noch aus §5(7): 



(6) Y'E' G' — F'^ = ^ VEG — F^ . 

du S V 

Sehr häufig kommt es vor, dass die Bestimmungsgrössen j- , -z- 

zweier Tangenten, deren Winkel bestimmt werden soll, durch eine 
quadratische Gleichung 

(7) A ^E a^^du^ + 2a^2^udv + «22^^^ = ^ 

verbunden sind, a^, a^g, «22 sind Functionen von u und t;, deren 
Determinante a^^ai^ — «12 = a von Null verschieden ist, weil sonst 
die beiden Tangenten zusammenfallen würden. Für die Realität der 
letzteren ist ausserdem erforderlich, dass a negativ ist. Wir setzen 

vorläufig noch a^ und «22 als ^ voraus; denn andernfalls zerfiele 

die quadratische DiflFerentialform A in das Product einer linearen mit 
du oder dv. — Für variable u, v kennzeichnet sich die Gleichung (7) 
als eine Differentialgleichung erster Ordnung und zweiten Grades, deren 
Integration zwei Curvenschaaren liefern würde. Der Winkel dieser 
Curven ist wieder mit dem der Tangenten identisch, und kann daher 
ohne Integration gefunden werden. 

Es seien A^, Ag die Wurzeln der Gleichung (7), sodass 

dv - 8v - 

gesetzt werden kann. Wird dies in § 4 (6) substituirt und mit w 
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einer der Winkel bezeichnet, welche die in Rede stehenden Tangenten 
mit einander bilden, so ergibt sich 

cos z<? = + ^ - — — 



und nach Durchfahrung der Rechnung, wobei die Relationen 

ZU benutzen sind: 

(8) QO^w = a ,- ^^ ^^ *^ 



Y{G(H^ - 2 Fol, + Ea^^Y — 4 (^Ö^ - F^ia^^a^^ — a\^) 



fc\\ ' ' 2Ty— (an 022 — «12) 

(9) sm «<; = 5 '^ ^ " ^^ ^^ 



VCÖ^a,, - 2"Fa,, + ^a^,)^ - 4 (^6? - jP^) (o,, 0^2 - a?^) 



Welche Vorzeichen zu wählen sind, hängt von Zweckmässigkeits- 
gründen ab. Ist es bei speciellen Aufgaben z. B. vorteilhaft, w als 
spitzen Winkel zu definiren, so sind s, s' so zu bestimmen, dass die 
Ausdrücke (8, 9) und damit auch (10) positiv werden. 

Man überzeugt sich leicht, dass die gefundenen Werte auch giltig, 
bleiben, wenn a^ oder a^^ Verschwindet. Sind a^ und Ogg gleichzeitig 
Null, also ai2 von Null verschieden, so gehen die in Rede stehenden 
Curven in die Coordinatenlinien, und die oben berechneten Ausdrücke, 
abgesehen vom Zeichen, in die im § 3 angegebenen über. 

Die Bedingung dafür, dass die Gleichung (7) zwei auf einander 
senkrechte Tangenten liefert, ist nach (8): 

(11) Ga^, - 2Fa,^ + JBö^g = 0; 

und der Ausdruck (9) lehrt, wegen T > 0, dass die beiden Geraden 
nur dann zusammenfallen können, wenn a^i^gg — «12,= ist. 

§ 7. 

Bereits im § 4 wurde die Tangentialebene einer Fläche in einem 
gegebenen Punkte (xy0) definirt und ihre Gleichung in der Form 

(1) Ai^-x) + B{ri-y) + C(t-ii) = 

gegeben. Es sei jetzt die Fläche in der Form (III) (§ 1) dargestellt, 
so wird 

^ = 1 — = — = ^ = 1 

du ^ dv ^ du ' dv ' 

Knoblanch, Flächeutheorie. 2 
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und es werde noch nach Euler 

gesetzt; dann erhalten die Goefficienten von (1) vermöge § 4 (4) die 
Werte: 

(3) Ä^-p, B «, C=l, 

und die Gleichung der Tangentialebene selbst nimmt die Form an: 

(4) ^^^=p{^ — x) + q{ri^ y) . 

Endlich sei noch (§ 1) 

(n) Fix, y, iär) = 

die Gleichung der Fläche, in welcher F nebst den drei partiellen 

o TT* 

Ableitungen -^— , . . . eindeutig, endlich und stetig ist. , Dann hat man 

bekanntlich (für -^ ^ 0) 

dF dF_ 
dx dy 

dz dz 

und die Tangentialebene wird dargestellt durch 

(5) -al'(^-^) + lf('»-y) + lf(s-^) = o. 

Dass diese Gleichung auch für die Punkte gilt, in welchen -ö— = ist, 

kann entweder dadurch gezeigt werden, dass man eine andere Variable 
an Stelle von z bevorzugt, oder auch durch Ableitung der Gleichung (5) 
auf einem anderen Wege. Es sei durch den Berührungspunkt A eine 
zweite Fläche 

hindurchgelegt, welche die erste in einer gewissen Curve schneidet. 
Die Tangente dieser Curve befindet sich unter denen, deren geome- 
trischer Ort bestimmt werden soll. Um die Verhältnisse dx : dy : dz 
zu berechnen, welche in § 4 (1) auftreten, hat man zu beachten, dass 
der dem Punkte A unendlich nahe Punkt, welcher mit diesem zu- 
sammen die Tangente bestimmt, beiden Flächen gleichzeitig angehört. 
Demnach gelten die Gleichungen 



(6) 



dF . . dF. , dF^ ^ 

^— dx -\- -^— dy + -^- dz = 
dx ^ dy ^ ^ dz 

d G j X dG -, \ dG j f. 
-^- dx 4- ^- dy '\- ^- dz = . 
\ dx ^ dy ^ ^ dz ' 
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aus welchen, in Verbindung mit den eben genannten, die DiflFerential- 
verhältnisse zu eliminiren sind. Bezeichnet t einen Proportionalitäts- 
factor, so kann man schreiben 

woraus 

Hei— ) + lf(^-y) + ^a--)=o 

Die erste Belation ist von 6r unabhängig, gilt also für alle Tangenten 
in Ä. — Man überzeugt sich sofort, dass diese Methode, die Tan- 

gentialebene abzuleiten, auch giltig bleibt, wenn- -^ = ist. Ver- 

d F d F 

schwinden zwei Ableitungen -^ und ^— , so reducirt sich die erste 

Gleichung (6) auf 

dx = . 

Vermöge § 4 (1) muss daher | — a; = sein, und dies gilt wieder 
für alle Tangenten in A, Demnach verliert schliesslich dieiGleichung (5) 
nur dann ihre Bedeutung, wenn für den gegebenen Punkt alle drei 

7)W /) JP P) JP 

partiellen Ableitungen -x— , y- , ^— gleichzeitig mit F verschwinden. 

Solche singulären Punkte können offenbar nur unter gewissen Be- 
dingungen vorhanden sein. 3Vir denken sie uns, falls sie existiren, 
von den hier zu betrachtenden Flächenstücken ausgeschlossen« 

§ 8. 

Eine gerade Linie, welche auf der Tangentialebene im Berührungs- 
punkte Ä senkrecht steht, heisst Normale der Fläche für den Punkt A, 
Ihre Gleichungen ergeben sich aus § 7 für die verschiedenen Dar- 
stellungen der Fläche in den Formen 

^^ A ~ B ~ C ^ 

(2) g-^ + ^(g_,) = o, v-y + ait-^) = 0', 

g — a; 71 — y g—g 

(3) IE. ~ ^ ~ ^' 

dx dy dz 

Es seien noch X, Z, Z die Richtungscosinus der Normale; dann ist 

X:r:Z= A:B:C 

= — p: — q:l 

BF dF dF 
dx ' dy ' dz ^ 
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oder, wenn wir uns speciell an die Darstellung (II) (§ 1) der Fläche 
halten, 

X = t -K , JL ^= X -F. , Z = t -ö 

cx^ dy ^ GZ 

für T als einen Proportionalitätsfactor. Hieraus folgt wegen 

z« + r« + Z« -= 1 : 

-f- 1 



l/(lf) + (lf) + ßf) 



Setzt man dies ein, so erhält man zwei Systeme von Werten für 
XYZf welche den beiden einander entgegengesetzten Richtungen der 
von Ä ausgehenden Normale angehören. Man kann diese beiden Rich- 
tungen in folgender Weise geometrisch kennzeichnen. Durch die 
Fläche F(x, y, ^) = wird der Baum in der Nähe des Punktes A 
in zwei Teile zerlegt. Setzt man nämlich an die Stelle der Coordi- 
naten a?, y, z andere, x', y i z\ welche beliebig wenig von den ersteren 
verschieden smd, jedoch nicht ebenfalls Punkten der Fläche zugehören, 
so wird entweder 

F{x\ y\ z') > oder F{x\ y\ z)<0. 

Von den Punkten des Raumes, welche die erste oder zweite dieser 
Ungleichungen befriedigen, wollen wir sagen, dass sie ausserhalb 
oder innerhalb der Fläche jF=0 liegen. Es hat dann einen be- 
stimmten Sinn, von einer nach aussen gerichteten Normale des 

Punktes A zu sprechen. Allerdings kehrt sich die 
Normalenrichtung um, sobald man die Flächen- 
gleichung mit — 1 multiplicirt, wobei die Natur 
der Fläche selbst ungeändert bleibt. Es sei nun 
A' ^ {x\ y', z') ein Punkt des Raumes, welcher 
ausserhalb der Fläche auf der Normale des Punktes A und diesem 
beliebig nahe gelegen ist, und es werde noch 

x' = x-^- dx^ y' = y -}- dy, z' = z -{- dz 

gesetzt. Führt man diese Werte in F ein, so ist das Anfangsglied 
der Entwickelung, F(x, y, z), gleich Null, und bei hinreichender Klein- 
heit von dx, dy, dz wird das Zeichen des Restausdruckes das von 

dF j , dF ^ , dF j ,^ 

^^— dx + -^- dy + '^- dz = dF. 

ox ^ dy ^ ^ dz 

Nun ist der Annahme nach F{x -\- dx, y-^-dy, z -^ dz)> , also 
auch dF^O. Es sei AA' = dw der (stets positive) Abstand der 
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beiden angenommenen Punkte. Bezeichnen dann X, F, Z die Rich- 
tungscosinus der von A nach A' gerichteten Normale, so ist 

Y ^^ Y t= ^^ 7 -^ 

dw ' dw ' dw ' 

mithin 



dF- (!*' X + 1- r+ |i z) i» - 

\dx cy ^ dz / 



V(ID"+ ©V (Ü)"' 



Sollen beide Seiten auch dem Vorzeichen nach übereinstimmen , so 
muss rechts das obere Zeichen gelten. Demnach erhält man schliess- 
lich für die Richtungscosinus der nach aussen gehenden Normale: 

cF dF 



(4) 



j^^^ ^x jr^^ oy 



>f.3+ f4)"+ (M)" Vm^ ©'+ ßf )' 






Ist speciell 

F{x, y, z) = z — f{x, y), 

also 

dF_ ?Z__ ^_i 

ax' P' dy ~ ^^ dz~ ^^ 

so folgt für die zweite Darstellung der Flache 

(5) x=— ^4=, r=— ^4_, z = 



y^« + g2 + i' yp« + 3» + i' i/pä + ^^+i 

Um die Gleichungen auch für die dritte Darstellung anzugeben/ 
substituiren wir in 

dz == 'gdx + gdy 
die Ausdrücke 

ax = ^- au + ^- dv etc. 

und setzen die OoefGcienten der als unabhängig zu betrachtenden du 
und e^t;. einzeln gleich Null. Dann wird 

^ic , dy dz 

p ^ — r Q' ö^ = Q— » woraus 

■^ cv ^ ^ dv dv ' 

A B 
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Beim Einsetzen dieser Werte in (5) sind die Quadratwurzeln so zu 
bestimmen^ dass aus den abzuleitenden Gleichungen fOr Ä^ — p^ 
B = — q, 0=1 [§ 7 (3)] sich wiederum die Formeln (5) ergeben. 
So findet sich 



1/A« + B* + C^' ^/A^ + J52 + c* ' va* + B« + C* 

Nun besteht für irgendwelche Grössen a, 6, c, a', 6', c' die leicht 
zu verificirende Lagrange'sche Identität: 

(6) (Je' - Vcf + (ca' - c'af + («6' - a'hj 

= (a« + 62 ^ c«) (a'2 + 6'2 + c'^) - {aa + 66' + ccj . 

Auf unseren Fall angewandt ergibt dieselbe: 

^2 ^ 2f2 + C^ = JBG - JP^ 
mithin kann man auch schreiben 

(7) X = ^=4=, Y= ^^. ., Z= ^ 



VEG-^F^' YE~G — F^' yEG — F^ 

Im Folgenden sollen stets die Grössen X, Y, Z an Stelle von J., 
B^ G Verwendung finden. 

§9. 

Man kann von der Krümmung einer Fläche in einem gegebenen 
Punkte Ä eine Vorstellung gewinnen, wenn man das Gesetz kennt^ 
nach welchem sich die Krümmung eines durch Ä gehenden ebenen 
Schnitts mit der Lage der Schnittebene ändert. Diese Ebene schneidet 
die Tangentialebene von A in einer bestimmten Flächentangente t^ 
irgend eine Ebene e des Büschels mit der Axe t wird durch Angabe 
des Winkels g) fixirt, welchen e mit der durch t und die Flächen- 
normale gehenden Ebene bildet. Dabei soll 9> ^ y angenommen 

werden. Nun ist bekanntlich der Krümmungsradius q' einer Gurve 
im Baume gegeben durch 

(1) o = =f 

^ \ ^ ±ya^ + b^ + c^^ 

worin 

Ia = dycPis — dzd^y 
6 = d:3cPx — dxd^z 
c = dxd^y — dycPx . 

Da hier zweite DiflFerentiale vorkommen, so setzen wir im Folgenden 
auch die vier zweiten partiellen Ableitungen jeder der Functionen 
X, y, als existirend, eindeutig und stetig voraus. Im Besonderen 
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folgt aus diesen Annahmen auch die Gleichheit der mittleren Ab- 
leituns^en ^—w- und k—^ , etc. 

Es kommt nun darauf an^ den Ausdruck (1) so zu transformiren^ 
dass die Bestimmungsstücke von t und der Winkel q) darin vorkommen. 
Was das Vorzeichen betrifft^ so ist dasselbe willkürlich und kann z. B. 
durchgängig positiv genommen werden , wenn man, wie es in der 
Theorie der ebenen Curven gebräuchlich ist, den Krümmungsradius 
stets als absolute Grösse betrachtet. Doch soll das Zeichen vorläufig 
unbestimmt bleiben. 

Wir führen nun zunächst den Winkel q) ein. Er ist identisch 
mit dem Winkel, welchen die Normale der Fläche und die Hauptnor- 
male des ebenen Schnitts mit einander bilden. Die Bichtungscosinus 
der letzteren Geraden sind 

cdy — hdz adz — cdx bdx — ady 

±d8ya^'+b^'+J^' ±d8ya^ + 6» + c»' ±d8ya^ + 6'^+^' 
also wird nach § 8: 

XCcdy — bdz) + Y(adz — cdx) + ZCbdx — ady) 

cos w = — ^^ — ' , —- ± ^^ — • 

^ ± d« j/a* -f &» -f c* 

Das Zeichen der Quadratwurzel soll dabei so gewählt werden, dass 
die zugehörige Richtung der Hauptnormale mit der nach aussen gehen- 
den Flächennormale einen spitzen Winkel einschliesst. 

Der eben aufgestellte Wert von cos rp lässt beträchtliche Verein- 
fachungen zu. Es ist nämlich 

cdy — JdjSf = dx{dxä^x + dyd^y -f dzd^z) — d^x{dx^ + dy^ + dz^) , etc. 

Ferner hat man, weil die Flächennormale auf der Geraden t senkrecht 

dx 
stellt, deren Bichtungscosinus j- etc. sind, 

(3) Xdx + Ydy + Zdz = 0, ' 

und speciell 

I du * öu * du 

y dv * dv * dv ' 

wie auch durch Ausrechnung sofort folgen würde. Daher: 



cos q) 



^ (Xd^x -\j Yd^y + Zd^z)ds 
+ yö^-f b^ + c^ 



Entnimmt man hieraus "/a^ + 6^ + ^^ ^^^ substituirt in (1), so folgt 

/e\ f I ds^ . C08 qp 

(5) 9 = ± 



Xd*x + Yd'y + Zd*z 
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Bei der Bildung der zweiten Differentiale, welche im Nenner vor- 
kommen, ist zu beachten, dass u und v als Functionen einer Variablen 
zu denken sind, weil man es mit einer bestimmten Curve auf der 
Fläche zu thun hat. cPu und cPv sind also mit zu berücksichtigen, 
und es wird 

cP^ = Q-« ^w^ + 2 0--Ö- dtidv + ö-^ dv^ + o d^u + ^— cPv 
dw' ' cucv ' cv^ * du ^ cv 

etc. Nun seien folgende bleibenden Bezeichnungen eingeführt: 

/ 



(6) 



du^ du^ ^ du' 

öuov ' cucv ' oucv 



Die durch diese Gleichungen definirten Grössen L, Jf, N sollen als 
Fundamentalgrössen zweiter Ordnung benannt werden. Sie 
bleiben, wie man sich durch eine leichte Rechnung überzeugt, bei 
einer orthogonalen Transformation der Cartesischen Coordinaten ebenso 
wie die Fundamentalgrössen erster Ordnung (§ 2) ungeändert. 
Mit Hilfe der Gleichungen (6) und (4) erhält man nun 

Xd^x + Yd^y + Zd^ß = Ldu^ + 2Mdudv + Ndv\ 

und weiter, wenn noch für ds^ sein Ausdruck in du, dv gesetzt wird, 

w ^ ~'^Ldu^ -\-^Mduäv-\-Ndv''^^^^' 

Der erste Factor der rechten Seite hängt nur von dem Verhältnis 

j- ab, welches die Tangente t charakterisirt (vgl. § 4). Er bleibt 

also unverändert, wenn die schneidende Ebene um t als Axe gedreht 

wird. Setzt man g) = und bezeichnet den Krümmungsradius eines 

die Flächennormale enthaltenden Schnittes — kurz Normalschnitt 

genannt — mit 9, so wird 

.V _ Edu^ + 2Fdudv + Gdv^ „.. , . 

W ^~^ Ldu^ + 2Mdudv+Ndv^ lur£ — 2tA. 

Es soll nun in allen Fällen 

genommen werden, sodass q auch negative Werte haben kann. Die 
geometrische Bedeutung dieser Festsetzung wird sich im nächsten 
Paragraphen herausstellen. Hiemach ist für jede Lage des Normal- 
schnitts 

Edu^ + 2 Fdudv + Gdv^ 



(9) Q = 



Ldu^ -f 2Mdudv + Ndv^ 
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Den Gegensatz zu den Normalschnitten bilden die schiefen 
Schnitte. Für einen solchen soll das Vorzeichen des Krümmungs- 
radius q' so bestimmt sein, dass die aus (7) und (9) folgende Gleichung 

(10) 9' = p cos q) 

auch dem Zeichen nach richtig ist. Diese Gleichung gibt den Meus- 
nier'schen Satz: 

um für einen gegebenen schiefen Schnitt den Krümmungsradius 
zu finden, construire man den Normalschnitt, welcher durch dieselbe 
Flächentangente hindurchgeht wie der schiefe Schnitt. Der gesuchte 
Wert ist gleich der Projection des Krümmungshalbmessers für den 
Normalschnitt auf die Ebene des schiefen Schnitts. 

Da der Cosinus für den Nullwert des Argumentes sein Maximum 
erreicht, so besagt die Gleichung (10), dass von allen durch eine und 
dieselbe Tangente hindurchgehenden ebenen Schnitten der Normal- 
schnitt den grössten Krümmungsradius oder die kleinste Krüm- 
mung hat. 

Der Meusnier'sche Satz lehrt, dass es zur Beurteilung der Krüm- 
mungen in einem gegebenen Flächenpunkte ausreicht, die Normal- 
schnitte in Betracht zu ziehen. Dies soll im Folgenden ausschliesslich 
geschehen. 

§ 10. 

Es seien jetzt die Coordinaten des Krümmungsmittelpunktes eines 
Normalschnitts aufzusuchen. Sind |, iy, g diese Coordinaten für irgend 
eine Raumcurve, so hat man 



(1) 



t. (cdy — hdz)d8^ 

^— ^— a« + 58 _j. c2 

{adz — cdx) ds^ 

y — n a« _j_ fe2 ^ ^2 

^ (bdx —ady)ds^ 

\^ ~ ^ a* + &« + c^ 



für X, y, 2 als die Coordinaten desjenigen Curvenpunktes, zu welchem 
der Krümmungsmittelpunkt (§ ^ g) gehört. Für unseren Fall ist die 
Curve eben, und ihre Ebene enthält die Flächennormale. In Folge 
dessen steht letztere auf der Binormale der Curve senkrecht, deren 
ßichtungscosinus den Grössen a, 6, c proportional sind, und man hat 

(2) Xa+ Yh + Zc = 0. 

Die Bestimmung von a, 6, c kann nun dadurch ausgeführt werden, 
dass man zu dieser Kelation noch die Identität 

(3) Xdx + Ydy + Zdz = 
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sowie ihr Differential 

(4) X^x + Yd?y + Zä^z + dxdX + dy d T + dzdZ = 

hinzunimmt. Multiplicirt man nämlich (3), (4) mit (?y, — dy resp. 
d^is, — dz und addirt, setzt ferner zur Abkürzung 

dxdX + dydY+ dzdZ = J, , 

80 folgt 

Xc — Za^=^ Jdy 

— Xh+Ya = 3 dz 
oder 

6 == -^ (Fa — Jdz^ , ^ "^ X ^^^ "^ "^^^^ ' 

und in Verbindung mit (2) und der Gleichung X^ + Y^ + Z^ «= 1 : 

a = J(rd;&-2rrfy) 

& = J{Zdx - Xdz) 

c = J{Xdy — Ydx) . 

Hieraus ergibt sich durch eine leichte Rechnung: 

cdy — hdz = JXds^ etc. 
a^ + ft» + c\=J^ds\ 

und die Bestimmungsgleichungen (1) für g, ly, g werden 

(5) x-% = X^-^, y-v=Y^\ g-i^z^- 

Hierin sind noch d$^ und J durch du, dv auszudrücken, und zwar 
erhält man J am einfachsten aus (4) in Verbindung mit § 9: 

(6) J {Xd^x + Yd^y + Zd^z) 

= — {Ldu^^ + 2Mdudv + Ndv^). 
Daher wird 

oder nach § 9 (8) : 

(7) 1^ — x=^ €qX, 71 — y = sqY, i — z = sqZ. 

Angenommen nun^ das Zeichen des Krümmungshalbmessers q sei noch 
nicht bestimmt; dann setzen wir fest^ es solle q positiv oder negativ 
genommen werden^ je nachdem der zugehörige Krümmungsmittelpunkt 
auf der nach aussen oder nach innen gehenden Richtung der Normale 
liegt. Die Richtungscosinus der vom Flächenpunkte nach dem Krüm- 
mungscentrum gehenden Geraden sind 

£ — a; 71 — y j— z 

Q\' \9\' in* 
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Stimmen diese mit X, Y, Z überein^ so ist der Festsetzung nach q 
positiY; also | (^ I = 9; und 

= X, etc. 

Sind dagegen jene Richtungscosinus gleich — X, — Y, — Z, so 
soll Q negativ sein, es ist | (^ | =3 — q^ und 

2 SS — X, etc. 

Diese Gleichungen sind mit (7) identisch, wenn stets 

s^ + l 

genommen wird. Hiermit ist gezeigt, dass die jetzt gemachte geo- 
metrische Zeichenbestimmung mit der bereits im § 9 getroffenen ana- 
lytischen völlig übereinstimmt. 

Aus § 9 (9) und der Gleichung (6) oder 

(8) dxdX +dydY+ dzdZ = — (Ldu^ + 2Mdudv + Ndv^) 

folgt noch für den Krümmungsradius der Ausdruck 



dxdX + dydY+dzdZ 



§ 11. 

Will man den Ausdruck dxdX-i- dydY-^- d^dZ durch directe 
Berechnuog finden, so bietet sich die Aufgabe dar, die in den Diffe- 

rentialen rfX, d F, dZ auftretenden Ableituugen ^— , ^— • • • zu bil- 
den. Es ist zweckmässig, hierzu die Gleichungen 

(3) X* + r* + z* = 1 

zn benutzen, welche in Verbindung mit der im § 8 ausgeführten 
Zeichenbestimmung als Definitionsformeln für X, F, Z dienen können. 
Denn eine Differentiation der ausgerechneten Werte § 8 (7) würde zu 
unübersichtlichen Rechnungen führen. 

Differentiirt man die Gleichungen (1, 2, 3) nach u und v und 
beachtet die Definitionen der Fundamentalgrössen zweiter Ordnung 

[§ 9 (6)] , so folgt 

dXdx,d_Ydy^.dZdz^^__y 
du du* du du'^ du du 

^ ^ _L ?Z ?_y 4_ ^.^j? = __ jV/ 
dv ^u ' dv ^tt ' dvdu ' 



(4) 
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(5) 
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?:? ^j5 _L -^Z ^ _L ?^ ^_?_ = __ if 
c'u dv* du dv ' dudv 

dXdx.dYdy ■ dZ dz 

\ ;^„ i^*, ~r 



(6) 



dv dv 

dX 
du 

dx 



dv dv 



dv dv 



-N, 



x + |?r + gz=o 



du 



du 



dv 



X + ^ Y-\-i-Z 



dv 



dv 



0. 



Bei der Auflosang der ersten Gleichungen dieser drei Paare nach 

dX dY dZ 
du' 



du 



du 

dx d y dz 
du du du 

d X d y d z 
d V dv c V 

X Y Z 



steht im Nenner die Determinante 



= Yeg - i?"* (X* + F" + Z') = Yeg — F*, 



und in den Zähler von 



dX 
du 



tritt 



— L 



dy dz 



- M 



du du 

dy dz 
d V dv 

T Z 



\ dv dv/ \ du du/ 



Nun ist 



Y^^-Zp- 
cu du 



oder 

(7) 

(8) 



1 Udz dx dx dz\ dz (ex dy dy dx\ dy\ 

VE G ^ F* y\dudv dudv/ du \cucv dudv/ du j 

1 f dx (dx dx . dy dy . dz d z\ 

yjjJCr ^^F* \ du\dudv'*'dudv^dudv/ 

dx//dx\^ (dy\^ (dz\W 
+ W^ (\a^/ + \du) + W )\ 

du ' du i/EG F^ ^ cu ^ dv/ 

Yp-Z^^= ": l-G^^+F^A, 

dv dv yEG F* ^ ou ' dv/' 



mithin wird 



^-EG^^{(F^-^^)Pu + (FL-EM)p,}- 



dX 

d 



Das System der zur Berechnung verwendeten Gleichungen bleibt un- 
geändert, wenn man x, y, und damit auch X, F, Z cyklisch permu- 
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tirt. Macht man diese Permutationen auch in der eben abgeleiteten 

O -y pi rar 

Gleichung, so ergeben sich links 0— , -^ 5 rechts stehen homogene 

lineare Functionen von ^ , ^ resp. 0— > ö- > deren Coefficienten , als 

nur von den Fundamentalgrössen abhängig, dieselben sind wie vorher. 

Vertauscht man in der ganzen Rechnung u mit v, d. h. verwendet 

man die zweiten Gleichungen der Systeme (4, 5, 6), so treten M und 

o -y O -y 

N an die Stelle von L und M, ^— etc. an die Stelle von ^— etc. 
Im üebrigen ändert sich die Rechnung nicht, und man erhält 

t 

Diese Gleichungen werden häufig auch in der nach ^, 0— etc. 
aufgelösten Form gebraucht. Die Auflösungsdeterminante ist 



{EG - Fy 
1 



{EG — Fy 



FM GL, 


FL EM 


FN GM, FM EN 


F, G 




M, L 




E, F 




N,M 





LN — M* 
EG — F*> 



tind es wird 



{LN - M^)~ = (FM - EN) ~ + (EM- FL) ^^ 



du 

dx 



du 



dv 



(LN -M')f^ = (GM - FN) || + (FM - GL)^^- 



Es sei jetzt bleibend gesetzt 
FM-GL = ri, 
FN -^ GM=r{, 
so erhält man definitiv: 

1 



(9) 



FL — EM=» 
FM—EN=»', 



(10) 



du 



d X 1 / fdx . CL^ ^ ^\ 

Jv ~ EG - F^ V^ äw "• dv) ' 



(11) 



dx 

du 

dx 
d V 



= 1 ( 

LN— W \ 



LN — M^ 



du dv/ 



( ,dX. dX\ 



Die Gleichungen (10, 11) finden in der gesammten Flächentheorie 
vielfache Anwendung. 

Die Grössen 1^ ... '9'' genügen folgenden zwei Gleichungssystemen, 
deren jedes zu ihrer vollständigen Definition ausreicht: 
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(12) lFri + GJ^ = Eri + F^' M{EG - F^) 

l Fr{ + G%'' = -N{EG — F^), 

L%'' — M^ = — E{LN— M^) 

(13) " MO'' — Nd' = — Lri'-\-Mri = -- F{LN - M^) 

— Mri' + Nri = -G{LN--]iP). 

Aus den Formeln (10) und (12) würde sich wiederum leicht der 

Ausdruck 

J = dxdX +dydY+ dzdZ 

ergeben. Doch ist es wegei^ der Symmetrie dieses Wertes nur nötig, 
auf die Gleichungen (4, 5) zu recurriren. Im Folgenden sei, falls 
H{x, y, z) irgend einen von Xy y, z abhängigen Ausdruck bezeichnet, 

unter ^H(x, y, g) die Summe 

S{x, y,z) + H (y, z, x) + H(e, x, y) 

verstanden, welche bei einer cyklischen Permutation der Cartesischen 
Goordinaten ungeändert bleibt. Dann ist 

.^mJ du du ' .^mJ \du cv ' ov du/ ' ^J d v cv ' 

und die Gleichungen (4, 5) können geschrieben werden: 

^ du du ~ ^^ ^ dv dv ~ ^^ 

SpdxdX^ S^dxdX^ j^ 
^^ du dv ^^ dv du 

Daher ist der gesuchte Wert: 

J= — (Ldu^ + 2Mdudv + Ndv^) , 
wie bereits im vorigen Paragraphen gefunden. 

§ 12. 

Im § 9 ist bewiesen worden, dass von allen, durch eine bestimmte 
Tangente hindurchgehenden ebenen Schnitten einer Fläche der Normal- 
schnitt die kleinste Ejrümmung hat. Man kann nun weiter nach den- 
jenigen Normalschnitten fragen, für welche unter allen, durch einen 
und denselben Flächenpunkt gelegten die Krümmung ein Minimum 

(oder Maximum) ist. Bei dieser Ubtersuchung hat man — oder q als 
Function von 
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dv - 

du 

zu betrachten^ also zu setzen [§ 9 (9)] 

^^^ ^ ~ L + 2MI + NV' 

Eine notwendige Bedingung für die Existenz eines Maximums oder 
Minimums von q wird gegeben durch die Gleichung 

dl ^' 
oder entwickelt: 

{L + 2MI + Nl^ (F + Gl) - {E+ 2FX + GX^) {M + NX) ^ 

{L + 2MI + Niy "^ 

Die linke Seite verschwindet, wenn entweder der Zähler Null oder der 
Nenner unendlich gross wird. Da L, M, N für das betrachtete Flächen- 
stück endliche Werte haben (nach p. 22), so kann die zweite Alternative 
nur dadurch eintreten, dass A unendlich gross wird. Diese Annahme, 
welche mit du^=^ äquivalent ist , führt auf den Krümmungsradius 
der Linie u = const., welcher offenbar nicht bei einer beliebigen Wahl 
der Ooordinatenlinien ein Maximum oder Minimum sein kann. Wir 
setzen daher den Zähler gleich Null und erhalten 

{9\ L + 2MI + N l* ^ E+2FI + GX^ 

^"^^ M+NX ~ F+GX 

oder, diese Proportion durch Subtraction von A auf beiden Seiten ver- 
ändert , 

. . L + MX _ E + FX 

W M+NX~ F+ GX' 

(4) {EM - FL) + (EN - GL)l + {FN - GM)k^ = 0. 

Die beiden durch die Wurzeln Aj, k^ dieser quadratischen Gleichung 
bestimmten Tangenten der Fläche in dem gegebenen Punkte heissen 
die Haupttangenten, die durch sie hindurchgehenden Normalebenen 
die Hauptnormalebenen, die zugehörigen Schnitte die Hauptnor- 
malschnitte oder Hauptschnitte. 

Aus (1) und (2) folgt für den Krümmungsradius ßines Haupt- 
schnitts: 

(5) P* = ]tfTjvI*' (*=1;2) 

und mit Hinzunahme von (3) : 

E + FXj^ 

Schreibt man diese Gleichungen in der Form 
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und eliminirt aus ihnen A^^ so ergibt sich für q^, q^ die quadratische 
Gleichung 

(8) (E - Lq) (G -^ JV^()) = (i^ - M^)^ 
oder 

(9) (L2^ - M^)q^— {GL - 2i^Jf + EN)q -{-EG-F^ = 0. 

Die beiden Wurzeln 9^, pg dieser Gleichung heissen die Hauptkrüm- 
mungsradien der Fläche in dem gegebenen Funkte. 

Führt man in die Gleichungen (4) und (9) die Grössen iy . . . -O*' 
ein [§11 (9)], so erhält man 

(10) —^ — (d'' — rj)l + 7(1^ = 

(11) {ri^' - ^yi)Q^ + (i? + ^') {EG - i^^)^ + {EG - Ff = 0, 
und aus (9, 11) ergibt sich, wenn 

n^\ GL-^FM+EN 71 + ^' _ 

\^^) EG — F' ~ EG — F^ ~ 

n^\ LN - M^ _ ri^' -&v _j^ 

^ ^ EG — F^ ~ {EG—Fy "" 

gesetzt wird, 

(14) 1^1- = H -^ = K. 

Um die Hauptnormalebenen und Hauptkrümmungsradien hinsicht- 
lich ihrer Realität zu untersuchen, bilden wir die gemeinsame Discri- 
minante der in (4) und (9) auftretenden ganzen Functionen zweiten 
Grades, welche in der Form 

(15) D = - 4- [i»v' + (»' - nf] = -^iEG-F^' (H^ - 4K) 

geschrieben werden kann. Nun ist 

» = FL — EM 

»' — 71 = GL — EN, 
mithin 

r{ '=FN-GM=^[G»-F{»' -ri)], 

und weiter 

D = — j^ iA»*EG — 4:EF»(»' — ij) + E\»' — ij)«] 

(16) D j^, [4:»\EG - F^) + {2F» - E(.»' - ij))«] . 

Da nun E und EG — F^ positiv sind , so ist D beständig negativ, 
^i> ^> 9i> 9i reell. Also: 
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Unter den für die Functionen Xj y, Zj sowie für die Va- 
riablen w, v gemachten Annahmen sind die Hauptnormal- 
ebenen und die Hauptkrümmungsradien stets reell. 

Berechnet man nach § 6 den Winkel der beiden Ebenen, in- 
dem man 

(17) a^^=^ — %y «12 = — yC'^'—'?); «22 = ^' 
setzt, so findet sich 

(18) - G^ + F{^%' - 1?) + E^i = 0, 

d. h. [§ 6 (11)] die Hauptnormalebenen schneiden sich unter 
rechten Winkeln. 



Ist gleichzeitig 



oder 
(19) 



EM — FL = 
FN—GM=0, 

J^_F _G_ 
L ~ M~ N' 



so wird die Bestimmung der Hauptnormalebenen unmöglich, da (4) 
identisch erfüllt ist. Dies kann nur für besondere Punkte eintreten, 
welche durch Combination der Gleichungen (19) mit den Plächen- 
gleichungen erhalten werden. Sie heissen Nabelpunkte, Kreispunkte 
oder Punkte sphärischer Krümmung. Sind auch die Bestimmungs- 
gleichungen dieser Punkte noch von einander abhängig, so erhält man 
im Allgemeinen auf der Fläche eine Curve von Kreispunkten, welche 
als Linie sphärischer Krümmung bezeichnet wird. — Aus (19) und 

(1) ergibt sich sofort 

JE 

d. h. in einem Kreispunkt hat der Krümmungsradius für jeden Nor- 
malschnitt denselben Wert, speciell sind auch die beiden Hauptkrüm- 
mungshalbmesser einander gleich. Umgekehrt fuhrt die Aufstellung 
der letzteren Bedingung wieder auf die Nabelpunkte. Denn es folgt 
aus dem vorher aufgestellten Ausdruck für die Discriminante D der 
Gleichung (9), dass für reelle Grössen EyFj , . . nur dann D = sein 
kann, wenn %• und %•' — iq verschwinden, d. h. die Gleichungen (19) be- 
stehen. 

§ 13. 

Es bleibt hinsichtlich der beiden im § 12 gefundenen Hauptkrüm- 
mungsradien noch zu untersuchen, ob sie den Bedingungen des Maxi- 
mums resp. Minimums genügen. Zunächst werde der Ausdruck für q 
noch in eine andere Form gesetzt. Man kann zur Bestimmung eines 

Knoblauch, Flächentheorie. 3 
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beliebigen Normalschnitts offenbar den Winkel verwenden, welchen 
seine Ebene mit einer der beiden Hauptnormalebenen bildet; die Func- 
tionen dieses Winkels sollen in die Gleichung für q eingeführt werden. 
Es sei ^ der Winkel des gegebenen Normalschnitts mit der, durch 

die Grösse Aj bestimmten Hauptebene. Dann ist nach § 4 (6) für 
dv . dv . 

(l) cos^ rl; = [^ + F(X J^XO+_gXXJ 



(E + 2FX + GX^) {E + 2FXi + GX^^) 

Hieraus könnte k entnommen und in § 13 (1) substituirt werden; doch 
empfiehlt es sich, um die Symmetrie der Rechnung zu wahren, auch 
den Winkel ^' in Betracht zu ziehen; welchen der Normalschnitt mit 
der zweiten 'Hauptebene bildet. Wegen der Orthogonalität der beiden 
Öauptebenen ist 

also jedenfalls 

.^v • 2 1 _ 2 .^_ [E+F{X-\-X^)-\- GXX^-\ ^ 

(^; sm ^ — cos ^ ^^ ^ ^^.^ _^ ^^,^ ^^, _j_ 2FZ, + G^x,0 " 

Mit Benutzung der Identität (§ 12) 

E + F{k^ + k,) + Gl,X^=^0 
folgt sofort 

i? + i^(A + k,) + Gkk, ={F-\- Gk,) (A - k^) 

E + 2Fk^ + ÖAi^ = (i^ + ff A,) (A, - Ag), etc. 

mithin 

2 / _ {F+ GX,) (X - X^)^ 

cos ^ — (^ _j_ 2FX + ö^^*) (^1 — ^s) 

si^ ^ (ü; + 2FX + G^X») (Xjj - X,) 

Werden A^ und Ag vertauscht, so gehen diese Ausdrücke in einander über. 
Macht man daher mit ihnen eine symmetrische Combination, so erhält 
man eine symmetrische Function von A^ und Ag, welche sich durch 
die Coefficienten der Gleichung § 12 (4) ausdrücken lässt und ausser- 
dem A enthält. Aus der entstehenden Gleichung in Verbindung mit 
§ 12 (1) ist dann noch A zu eliminiren, um q als Function von ^ zu 
erhalten. Nun gibt die Addition der beiden letzten Gleichungen nur 
die Identität cos^ ^ -I- sin^ ^ = 1 ; führt man dagegen die Hauptkrüm- 
mungsradien durch die Gleichungen [§ 12 (5)] 

* (* = 1, 2) 



M+NX, 
ein, dividirt durch q^ resp. Q2 ^^^ addirt dann, so folgt 



1 
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_ 2 MX + jv x' — jf (Xi + X g) — .yii X, 

~ E+2FX + GX* 

Nun ist 

L + M{X, + Ag) + JVAjAg = ^ [LV + M(^' — ff) — N^} 

L M N 

1 



also 



E F G 
L M N 



= 0, 



cos't/; , sin' t/> i + 2 iJf X + ^X' 

~^; ' ^ ~ i^ + 2FX +GX^^ 

und nach Elimination von X 

/Q\ 1 C08*t/> , sin*i/» 

Der Inhalt dieser Gleichung^ welche den Zusammenhang der Haupt- 
krümmungen mit der Krümmung eines beliebigen Normalschnitts liefert, 
wird als der Euler'sche Satz bezeichnet. Er gibt zu einer grossen 
Anzahl von Folgerungen Veranlassung. 

Schreibt man die Gleichung (3) in der Form 

(4) JL = ± + 8in2^(l--l), 

und betrachtet ^ als einen spitzen Winkel (was gestattet ist), nimmt 
femer 

an, so wird die rechte Seite von (4) ein Maximum für ^ s= _ ^ ein 

Minimum für th = 0. Im ersten Fall wird — = — im zweiten 

— = — Demnach haben in der That Qj^ und q^ ^^^ ™ Anfange des 
§ 12 geforderte Maximal- resp. Minimal-Eigenschaft. 

§14 
Um weitere Consequenzen aus dem Euler'schen Satze 

/^v 1 cos't/; j^ sin^t^ 

abzuleiten, nehmen wir einen zweiten Normalschnitt an, dessen Krüm- 
mungsradius q' ist und welcher den Winkel % mit der ersten Haupt- 
ebene bildet. Dann ist auch 

(2) 1 ^ cos'y . sin^x 

9' Pl 92 
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Die beiden Normal schnitte mögen nun erstens auf einander senkrecht 
sein. Dann kann gesetzt werden 

« = |- + ^, 

also 

cos* X = sin* tify sin* x = <50s* ^, 

und die Addition von (1) und (2) ergibt 
(3) 1 + 1 = 1 + 1, 

die Summe der Krümmungen zweier orthogonalen Normal- 
schnitte ist constant und gleich der Summe der Hauptkrüm- 
mungen. 

Derselbe Satz gilt für zwei Normalschnitte, welche die Winkel ^ 

und — — ^ mit einem Hauptschnitt bilden. Drittens seien die beiden 

Schnitte gegen den Hauptnormalschpitt gleich geneigt, sodass 

X'^ jt — ^ oder auch % = — ^ , ' 

cos* X = cos* ^ , sin* X = sin* ^ 

gesetzt werden kann; es folgt dann 

J^ _ J^ 

Q 9 ' 

d. h. zwei Normalschnitte, welche entgegengesetzt-gleiche 
Winkel mit einem Hauptschnitt bilden, haben dieselbe 
Krümmung. 

Von Sätzen dieser Art kann eine ganze Anzahl sofort hingeschrie- 
ben werden, wenn man den Eulei^schen Satz mit der Theorie der 
Kegelschnitte in Beziehung setzt, eine Beziehung, deren innerer Grund 
sich im § 20 herausstellen wird. Es seien zunächst ^^ und Q2 von 
demselben Vorzeichen. Dasselbe kann als positiv angenommen werden, 
weil es anderenfalls genügte, die Gleichung (1) mit — 1 zu multipli- 
ciren und — ^ für 9 zu setzen. Als Summe positiver Grössen ist auch 

— positiv. Es sei nun der gegebene Flächenpunkt Anfangspunkt eines 

Coordinatensystems in der Tangentialebene, dessen Axen mit den 
Haupttangenten zusammenfallen. Auf dieses System sei die Ellipse 

^ + ^ = 1 

bezogen. Geht ms^i zu einem System von Polarcoordinaten mit dem 
Badiusvector R und dem Richtungswinkel ^ über, so wird 

jB* cos* fp ^^ B* sin* t^ ^ 
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also in Verbindung mit (1): 

Dies gibt folgenden Ausspruch des Euler'schen Satzes: Construirt man, 
unter der Annahme, dass die Hauptkrümmungsradien positiv sind, in 
der Tangentialebene eine Ellipse, für welche die Hauptaxenrichtungen 
mit den Haupttangeuten, die Quadrate der Halbaxen mit den Haupt- 
krümmungsradien übereinstimmen, so ist der Krümmungsradius irgend 
eines Normalschnitts gleich dem Quadrate desjenigen Halbdurchmessers 
der Ellipse, welcher durch die, dem Normalschnitt zugehörige Tangente 
der Fläche bestimmt wird. 

Zweitens seien q^^ und q^ von verschiedenem Zeichen, und 

Q kann positiv oder negativ werden. Im ersten Fall ist dann q gleich 
dem Quadrat eines (analog wie vorher zu bestimmenden) Halbdurch- 
messers der Hyperbel 

Im zweiten Fall wird die Bestimmung des absoluten Betrages von q 
in derselben Art durch die conjugirte Hyperbel 

ü — ^' = 1 

geleistet. 

Die beiden Richtungen auf der Fläche, welche den gemeinsamen 
Asymptoten beider Hyperbeln entsprechen und durch die Gleichung 



(4) tg^ = + ]/-J 

bestimmt werden, heissen die asymptotischen Richtungen. Für 
sie ist — = , oder der Krümmungsradius des Normalschnitts unend- 
lich gross. Da ein Punkt einer ebenen Curve, in welchem die Krüm- 
mung Null wird, im Allgemeinen ein Wendepunkt ist, so werden die 
entsprechenden Tangenten als Wende- oder Inflexionstangenten 
bezeichnet. Nach § 9 (9) ist 

1_ L + 2JtfX -f Nl^ 

zu setzen; die Inflexionstangenten können daher auch durch die 
Gleichung 

(5) L + 2MI + J^A^ = 

bestimmt werden. Derselbe Ausdruck von — lehrt, dass ein Ver- 
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schwinden von q im Inneren solcher Flächenstücke ^ wie wir sie hier 
betrachten^ nicht stattfinden kann. 

Eine besondere Erwähnung verdient noch der Fall 

Doch wollen wir die entsprechende Discussion bis zum § 17 ver- 
schieben. 

§15. 

Zwischen den Grossen rjy d'j rf, -0"' und den im § 12 definirten 
H und K (der Summe und dem Product der Hauptkrümmungen) be- 
steht eine Anzahl häufig gebrauchter Relationen, welche wir hier zu- 
sammenstellen wollen. Bereits in den Paragraphen 12 und 13 sind 
die Formeln 

(1) - Ga- -f F{d'' — 7i) + Eri' = 

(2) —Nd'^ M(d'' —ri)-]-Lri'=0 

gegeben worden. Die erste besagte^ dass die beiden Hauptnormalebenen 
auf einander senkrecht stehen; die Bedeutung der zweiten vrird sich 
im § 22 herausstellen. 

Ersetzt man ferner in den Gleichungen § 11 (12, 13) EG — F^ 
durch T^, LN — M^ durch KT^j so gehen sie über in: 

Eri + Fd^= - LT"" 

Fri-i-Gd' 
Eri'+Fd^' ] 

L#' - If^ = — EKT'' 

Md'' - Nd' ) _ 
— Lri-^-Mri j ~ 
-'Mri+Nri = —GKTK 



(3) 



= - MT' 



(4) 



FKT' 



Die Formeln 



(5) 



,, + #' = _ T^H 

wurden im § 12 gegeben. Weitere Relationen sind: 

E»' — F» = T^ (— HE + L) 

l - J'ij' + Gl? = T\- HG + N), 



(6) 



(7) 
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(8) 



^9) 



2F» — E(»' 

2G» — ¥{%■' 

Ell + G» 



n) = T*{HE — 2L) 

n) 

= T*{HF - 2Jr) 



2Ftf + G(»' - 1?) = T«(fiG - 2JV), 

2M» - L{»' -n) = T\- HL + 2KE) 
2N» — M(»' — f}) 

Lt)' + N» = T«(- HM + 2^:^) 

2L7i' + Jlf(^' - ij) 
2Mt}'-{- Ni»' - ij) = T\- HN+ 2 KG). 



Der Ausdruck der quadratischen Differentialform, deren Coefficienten 
— d-, — "s-(*' — i?)j V sind, wird im § 26 gegeben werden. 



§ 16. 

Es sollen jetzt die Formeln der Paragraphen 9 bis 12 für die An- 
nahme aufgestellt werden, dass die Fläche durch eine Gleichung zwi- 
schen Gartesischen Goordinaten gegeben ist, und zwar nehmen wir 
zuerst die Darstellung z =^ (p(x, y) (cf. § 1). Ihre Anwendung empfiehlt 
sich besonders in der Theorie partieller Differentialgleichungen, auf 
welche man durch flächentheoretische Untersuchungen geführt wird. 

Wir brauchen vor allem die Fundamentalgrössen erster und zweiter 



Ordnung. Zunächst ist für u 



x^ V 



y [cf. § 7 (2)] 



(1) E=l-\-p\ F = pq, G = l + q\ EG — F* = l-i-p' + q\ 



(2) 



Setzt man femer nach Euler 






dxdy 






= t 



und berücksichtigt [§ 8 (5)] : 



X = — 



P 



Vp'+q' + l' 
so folgt [§ 9 (6)] : 



Y= - 



Yp^ + q^+l' 



Vp' + a' + i' 



1 
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IL = 



(3) 



Vp' + g'+i' 



M = 



s 



LN- M^ = 



rt — s' 



N = 



Vp' + i'+i' 



Der Aasdruck für den Erümmungsradius eines Normalschnitts wird 
[§ 9 (9)] 

U-. ^ Vp* + g' + 1 • ds* Vp'_+9' .+J 

^ / ^ rdx^ + ^sdxdy + *^2/' ^ cos* a -[- 2s cos a cos p + * cos^ ß ' 

* 

wenn ^ = cos a , ^ = cos /3 gesetzt wird (cf. § 4), und die Coordi- 

naten des zugehörigen Erümmungsmittelpunktes sind bestimmt durch 
[§ 10 (7)] 



1 — 05 = 



(5) 



— P9 



y^*+2*+i 



n — j/ = 



— «p 



V¥T¥+i 



§-^ = - 



Die Relationen § 11 (10) liefern: 



(6) 



dx (^* + 32_|_ 1)1 ' 



dx 

dz_ 

dx 



{P'+ 2^ + 1)*' 
pr + 2« 



dx 

dy 

d_Y 
dy 

d_Z 
dy 



pqt — (1 + q*)s 
iP' + a' + 1)* 

pqs — 0- + p^)t 

ip' +a'+ 1)* 

p8 + qt 
■(p« + 3«+l)i' 



Die beiden Gleichungen für die Hauptnormalebeneu und die Haupt- 
krümmungsradien [§12 (4, 9)] gehen über in 



(7) 



[(1 + f)s - pqr] + [(1 + p>)t - (1 + q')r]l 



(9) 9* = 



(8) (rt - s»)q' - [(1 + 3«)r - 2pqs + (1 + p^] y^^ + g^ + 1 . p 

+ (P' + 2* + 1)* = 0, 
und die gegenseitige Beziehung ihrer Wurzeln wird vermittelt durch 
[§ 12 (6, 5)] 

^+P^+Pqh^/ 2 1 211 Pg + a+g')^A:,/ 2 , 2 11 /X. 1 0^ 



Endlich werden die Kreispunkte durch die Gleichungen [§ 12 (19)] 

r 8 t 



l+p^ 



8 

pq 



1 + 2* 



(10) 

gegeben. 

Die beiden Hauptergebnisse der §§12 und 13 lassen sich in 
sehr einfacher Weise ableiten, wenn man das Cartesische Coordinaten- 
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System passend wählt. Es sei der gegebene Flächenpunkt A Anfangs- 
punkt der Coordinaten, sodass für ihn 

a; = 0, y = 0, = 

ist; ferner sei die Tangentialebene die (xy)- Ebene, die nach aussen 
gehende Normale die positive 0'Axe des Coordinatensystems. Diese 
Annahmen empfehlen sich immer dann, wenn es sich um die Unter- 
suchung einer Fläche in einem einzelnen Punkte hai\delt. Da sie 
offenbar stets möglich sind, so müssen die Goefficienten in der Gleichung 
der Tangentialebene 

i> (g - x) + 3 (ij - y) - (e - 4») = 

sich so bestimmen lassen, dass diese Gleichung mit 

identisch wird. Dies gibt 

P = 0, 2 = 
für den Punkt Ä, und die Gleichung (7) wird 

(11) sl^ + (r — t)X'- s = 0. 

Die beiden Wurzeln ^ = -^ von (11) sind die trigonometrischen Tan- 

Co X 

genten der Winkel, welche die beiden Hauptnormalebenen mit der 
{x0)-Ehene bilden. Da nun aus (11) folgt: 

^1^2 = *g ««'i tg ^^2 = — 1; 

so findet man weiter 

cos (w^ — W2) = , 

d. h. die Orthogonalität der beiden Hauptebenen. 

Setzt man jetzt ferner fest, dass die x- und die y-Axe mit den 
beiden Haupttangenten zusammenfallen sollen, so ist auch diese For- 
derung immer zu erfüllen. Eine Wurzel von (11) muss dann Null, 
die andere unendlich gross werden; das Bestehen der Gleichung 

s = 

für den Punkt Ä ist die notwendige und hinreichende Bedingung hier- 
für. Substituirt man p = 0, q = Oy s = in (8) und (4), so folgt 

(12) rtQ^ ^(r + t)Q + l = 
oder 

(13) ^1 = 7-» Q2 = Y^ 
femer 

^ r +tV r + tig^'rlf' 
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und nach Elimination von r und i\ 

1 cos^i/? j^ sin*^ 

d. h. wiederum der Euler'sche Satz. 



§ 17. 

Wir eroi;tem noch den im § 14 unerledigt gebliebenen Fall, dass 
die Fundamentalgrössen zweiter Ordnung für einen gegebenen Punkt 
oder für einen gewissen Bezirk alle drei gleich Null sind. Aus den 
Gleichungen des § 12 geht hervor, dass man es alsdann mit Kreis- 
punkten von besonderer Art zu thun hat. Wir setzen jetzt u = x^ 
V = y und nehmen an, dass die aus § 16 (3) folgenden Gleichungen 

r = 0, 5 = 0, ^ = 

für alle Wertepaare (xy) innerhalb eines gewissen Bereiches gelten. 
Die Integration der drei partiellen Differentialgleichungen liefert 

^ = Xi{^) +X2{y) 

und eine leichte üeberlegung zeigt, dass diese Gleichungen nur dann 
gleichzeitig bestehen können, wenn 

= Ax + By+C 

gesetzt wird, für -4, J5, C als willkürliche Constanten. Das betrachtete 
Flächenstück gehört also einer Ebene an. 

Die Formeln des vorigen Paragraphen gestatten auch, in einfacher 
Weise eine Untersuchung durchzuführen, welche als eine Erweiterung 
der eben angestellten betrachtet werden kann. Es seien alle Punkte 
eines Flächenstücks Kreispunkte, sodass bei Einführung Cartesischer 
Coordinaten die Gleichungen § 16 (10) gelten. Verbindet man sie 
mit den Formeln (6), so ergibt sich 

dy ^ dx ' 

dX dY 
dx dy 

Hieraus folgt X = t{x)y Y=x(y), mit der Bedingung 

t\x) = x{y), 

welche nur erfüllt wird, wenn beide Seiten der Gleichung einer und 
derselben Constanten -^ gleich sind. Es ergibt sich also 
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■Y — p X — Ä 

Y= — g ^ y — B 

Vp' + 3^ + 1 B ' 

wo Ä und B zwei neue willkürliche Constanten bezeichnen^ und durch 

Auflosung nach p und q: 

, X — Ä 

p = ± 



Q = + 



YB^ - (X — Ä)^ - (2/ — By 

y — B 



YB^ — {X- Ay — (2/ —By 
Bei nochmaliger Integration erhält man endlich 

z = + Yr^ ^ {x- Af — {y - Bf + G 
oder ^ 

{x-Af + {y- Bf + {z- Cf = R\ 

d. h. ein Flächenstück, dessen Punkte sämmtlich sphärische Krümmung 
haben, ist Teil einer Kugelfläche. 

§ 18. 
Ist z als implicite Function von x und y durch die Gleichung 

gegeben, so ist es nötig, p, q, r, s, t durch die ersten und zweiten 
partiellen Ableitungen von F auszudrücken, welche sämmtlich als ein- 
deutig, endlich und stetig vorausgesetzt werden. Es seien die Be- 
zeichnungen eingeführt: 

dx ^' oy ^' dz ^ 

^ — W ^^ — TT ^IZ — V 

dx'' ~^ii' cy' ~-^22; ^^2 —^33 

dydz ^3' czdx ^^ ' dxdy ^^ ' 

Aus den Gleichungen 

Fx+pF^^O, F,-\-qF,=^0 

folgt durch Differentiation, wobei e als abhängige Variable zu be- 
trachten ist, 

Fn + F,,p + p(F,, + F^p) + F,r=^0 etc., 
und nach Elimination von p und q: 

F,'r {F,,F,^ - 2F,,F,F, + F^F,') 

F,'s = F,,F,F,-\- F,,F,F, - F,,F^ - F,,F,F,^ 
F,H = - iF,,F,' - 2F^F,F, + F^F,'). 
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Zu den Coefficienten der Gleichungen (4) und (9) (§ 12) führt eine 
leichte Rechnung, deren Resultate hier nur angegeben werden sollen, 
insofern sie sich auf (9) beziehen 5 die Gleichung (4) wird später (§41) 
transformirt werden, wenn sich eine neue Bedeutung für sie heraus- 
gestellt haben wird. Es sei gesetzt: 



(1) 



^11 ^12 



^13 -^1 



21 



22 



23 



F. 



Ff,. F09 Foo Fi 



31 



32 



33 



F, F, F, 



= K, 



(2.) - F,, {F,^ + F,') - F,, {F,' + F,') - F,, (F,' + i^/) 

+ 2F,,F,F, + 2F,,F,F, + 2F,,F,F, = H, 

dann wird • 

(3) j;» [(1 +qy- 2pqs + (1 + /) t] = S, 

(4) F,*(rt-s')==^-K. 
Bei der Bestimmung von 



V¥T¥+l = >-^' + y+ Ä! 



ist das Zeichen so zu wählen, dass die entstehende Gleichung, mit 

jPj* multiplicirt, für 

F(a), y, z) = z — (p {x, y) 

in die ursprüngliche übergeht. Dies geschieht, wenn man setzt: 



(5) _ Kq^ _ yF,^ + F,^ + i'V Hq + {F,^ + F,' + F,y = . 
Führt man ooch eine Hilfsgrösse q' ein durch die Substitution 

(6) 



9 = 



Vf,' + f,^ + f,» 



9 



so lässt sich die Bestimmungsgleichang für q' 

(7) {F,' + F,' + F,') q'' + Hq'-K=^0 

in Determinantenform schreiben. Es wird nämlich 



(8) 



Fn-9' F,, 



F 



Foi Fi 



21 



F. 



si 



F, 
F, 
Fsi F33 — q' Fg 



Q 



F 



F. 



F, 







= 



-^1 -^2 -^8 

diejenige Gleichung, welche zusammen mit (6) die Hauptkrümmungs- 
radien der Fläche F=0 liefert. 

Sie lässt eine interessante Transformation zu, wenn man für die 
zweiten partiellen Ableitungen von F die Ableitungen erster Ordnung 
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der Richtungscosinus der Normale einführt, welche letzteren für die 
Plächendarstellung F{x, y, 0) = durch § 8 (4) gegeben werden. 

Wird nämlich zur Abkürzung YF^^ + i^2^ + -^s^^^ TT gesetzt, sodass 
F^ = XW, F^ = YW, F^ = ZW, so ergibt sich 



F,,=^W^^ + X^^ 



dx 



dx 



Fn^w'^+Y^"^ 



dx 



dx 



F,, = W^ + Z ^-^ ete. 



dx 



dx 



W 



in die 



Setzt man sämmtliche zwölf Ausdrücke, sowie q' = — , 

Determinante (8) ein, addirt dann die mit — w~^ multiplicirte vierte 

Colonne zur ersten und macht die analogen Operationen auch mit den 
anderen Colonnen, dividirt endlich die entstehende Gleichung, durch 
W\ so folgt 



dX ^ 



dx 



dY 

dx' 

iz 

dx' 
X, 



dX 
dy' 

dy ~^ q 

dZ_ 
dy' 



de ' 


X 


8Y 
'dz ' 


Y 


dZ 1 


Z 


z. 






0. 



Hier multipliciren wir die ersten drei Zeilen mit — 9X, — qY^ 
— qZ und addiren zur letzten, benutzen dabei die Ableitungen der 
Identität UX^ = 1: dann bleibt die gesuchte Gleichung | 



(9) 



dX 
dx 



+i. 


dx 

dy' 


dx 

dz 


dY 
dx' 


dY 1 
dy '^ q' 


dY 

dz 


dz_ 

ex ' 


dz 
~dy ' 


dZ 1 
dz ' 9 



=0, 



aus welcher sich u. a. für die Summe der Hauptkrümmungen der 
elegante Ausdruck ergibt: 

(10) 



\dx ' dv ' dz/ 



§ 19. 

Als Beispiel für die allgemeinen Resultate der letzten Paragraphen 
sollen die Hauptkrümmungsradien einer Rotationsfläche berechnet 
werden. Eine Rotationsfläche wird erzeugt durch Drehung einer ebenen 
Curve um eine feste, in ihrer Ebene gelegene Gerade, die Axe der 
Fläche, ohne dass bei dieser Drehung die gegenseitige Lage der Curve 
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und der Geraden verändert wird. Jeder Punkt der Curve beschreibt 
alsdann einen Kreis, welcher Parallelkreis genannt wird; die er- 
zeugende Curve selbst wird als Meridian der Rotationsfläche be- 
zeichnet. 

Um die Gleichung einer Rotationsfläche aufzustellen, nehmen wir 
die Axe als is-Axe, die Ebene, in welcher die erzeugende Curve sich 
ursprünglich befindet, als {x^y^bene eines rechtwinkligen Coordinaten- 
systems an. Die Gleichung der Curve sei 

Wir denken uns dann die Fläche durch irgend eine Ebene geschnitten, 
welche die Axe enthält, und nehmen in dieser Ebene ein rechtwink- 
liges Coordinatensystem (w, 0) an. Da die Ebene aus der Fläche 
eine der ursprünglichen congruente Curve ausschneidet, so muss 

die Gleichung derselben sein. Nun ist, wie sofort ersichtlich, für alle 
Punkte einer beliebigen Meridiancurve 

M^ = a;^ + 3/^; 
demnach ist 

(1) = fiVx' + y') 

die Gleichung der Botationsfläche. 

Ans (1) folgt durch Differentiatioa: 

« = -/■' («)f+r(«)f, 

Diese Ausdrücke können für unseren Zweck noch vereinfacht werden. 
Da nämlich die Rotationsfläche in allen Punkten eines Parallelkreises 
gleich gestaltet ist, so brauchen wir sie nur für den Punkt zu unter- 
suchen, in welchem der Parallelkreis vom Radius u die (a;j^)- Ebene 
schneidet. In diesem Punkte ist 

y = , X = Uj 
also 

p = f{x), « = 0, r==r{x), s = 0, t=f-^. 
Substituirt man diese Ausdrücke in § 16 (8), so folgt 
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C^p^ q' - [f"(x) + (1 + fix?) ^] ViTTW ■ Q 

+ (! + /•' {x?f = 
oder 

(^^) 9 - L fix) "i rw^'A ^ "^ r{x)r{x) "" ^• 

Die Wurzeln dieser Gleichung sind 

, _xVi+rw ^ _ {i+nx)')i 

Der zweite Ausdruck stellt den Krümmungshalbmesser der Meridian- 

curve dar; von dem ersten ist leicht zu zeigen, 

dass er, abgesehen vom Vorzeichen, das Stück 

der Normale repräsentirt, welches sich von dem 

betrachteten Punkte bis zur Axe erstreckt. 

Ist nämlich in der Figur AB = n dieses Stück, 

so hat man 



Fig. 4. 



n^ = AC^ + GB^ = x^ + a;2ctg> 

Nun ist 

igw = f'{x), 

mithin 

2/11 X 2 \ aj* (1 + /" (a?)«) 
= x\l + ctg^w;) = y^^, ^ 



z 




^^ 


< 




C 














/ 


/n 


\ 


^ 


B 


y^ 




\ 


X 



n' 



Was das Vorzeichen der Quadratwurzel in (3) betrifft, so folgt 
aus der Ableitung dieser Ausdrücke, dass es in beiden dasselbe, und 
zwar nach den früheren Festsetzungen das positive sein muss. 

Von besonderem Interesse ist diejenige Rotationsfläche, welche 
durch die Eigenschaft 

Pi + P2 = 

dz f . . 

definirt wird. Setzt man /*' (x) = ^r- = ^', so ist ihre Meridiancurve 

dX 

nach (3) aus der Differentialgleichung 



X 



dz' 
dx 



+ ^'(l+;^'2) = 



zu bestimmen, welche auch in der Form 

dx ^^ dz* z' dz' ^ 

"^ "•" T^ ~" \+z'^ ~ ^ 

geschrieben werden kann. Die Integration liefert zunächst 



yi + z' 



a 



X 



dz = 



adx 



Yx^ — a' 
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hieraus folgt durch nochmalige Ausführung einer Quadratur, bei 

passender Bezeichnung der Integrationsconstante: 

*-fft 

|/ic^ — a^ -\- X = ae "* 

■ __Hh& 

Yx^ — a^ — X = — ae "" , 
d. h. endlich 

Dies ist die Gleichung einer Kettenlinie. 

Aus den Gleichungen (3) kann man entnehmen, dass eine Ro- 
tationsfläche im Allgemeinen ganze Curven von Kreispunkten, soge- 
nannte Linien sphärischer Krümmung (§ 12) enthält. Setzt man 
nämlich Qi = Q2} so ergibt sich 

(4) xr (x) -rix)(i+r ix?) = , 

eine Gleichung, welche durch ihre Wurzeln eine Anzahl von Parallel- 
kreisen bestimmt. Jeder Punkt eines solchen Parallelkreises ist, falls 
der Kreis reell ist, ein Nabelpunkt. 

Es sei z. B. 

z^ = 2a (x + a) 

die Gleichung einer Parabel, welche durch Rotation um die ;2r-Axe 
(eine der Directrix parallele Gerade) eine Fläche vierten Grades er- 
zeugt. Hier ist 

f{x) = y2^(rf~a), 

mithin 

f(x) -nx)='a, fix) r (x) + r(a;)« = , 
oder 

r(^)=y, r(x) = -~ 

Setzt man dies in die obige Gleichung (4) ein, so folgt 

2a + a 
X= ~ — , 



, -1 /2a(a — ä) 

woraus ^ = + 1/ — 3 

Demnach existiren für die betrachtete Fläche, falls a > a, zwei Linien 
sphärischer Krümmung. 

Schneidet die Meridiancurve die Rotationsaxe und hat sie in dem 
Schnittpunkte ein Maximum oder Minimum, so ist auch dieser Schnitt- 
punkt als ein Kreispunkt zu betrachten. Dies folgt aus (3) durch Be- 
rechnung des wahren Wertes von q^^ welcher für 

x = 0, f(po)=^0 
zunächst in unbestimmter Form erscheint. 
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Sollen die Coordinäten der Botationsfläclie darch zwei unabhängige 
Variable dargestellt werden^ so kann man setzen 

X =^u cos V 

(5) \ y = u sin v 

^ = /'(w), 

was der Einführung von Polarcoordinaten in der (a;y)-Ebene entspricht. 
Die Linien u = const. geben die Parallelkreise, v = const. die Meri- 
diane der Fläche. Aus (5) erhält man 

dx = cos vdu — u sin vdv 
dy = sin vrfw + w cos vdv 
dz == f {u)dUj 

und hieraus das Quadrat des Linienelements 

(6) ds^ = (1 + f (M)2) du^ + u^ dv^ . 

Es werde noch eine Variable u definirt durch die Gleichung 



yi+f{uydu = du\ 

und es sei f so beschaffen, dass aus dieser Gleichung oder der äqui- 
Talenten 



u 



fyr+TW du + c=u 

sich auch umgekehrt für einen gewissen Bereich von u die Grösse u 
als eindeutige Function von u herausstellt. Die Gleichung u' = const. 
liefert wiederum die Schaar der Parallelkreise, nur im Allgemeinen in 
anderer Anordnung als vorher die Gleichung u = const. Setzt man jetzt 

wo 9 eine eindeutige Function bezeichnet^ und schreibt für u wieder u, 
so geht (6) über in 

(7) ds'' = du^ + q>(u)dv\ 

Man kann also dadurch, dass man die Parallelkreise und Meridiane 
einer Rotationsfläche zu Goordinatenlinien wählt, bewirken, dass 

(8) E^l, F=0, G = ip(u) 

wird. — Die neu eingeführte Variable w' repräsentirt die Bogenlänge 
der Meridiancurve. 

§ 20. 

um die Gestalt einer Fläche in der Nähe eines bestimmten Punktes 
zu untersuchen, betrachtet man nach Dupin sehr zweckmässig die 
Schnitte der Fläche mit Ebenen, welche in beliebig kleinen Abständen 

Knoblauch, Flächentheorie. 4 
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der Tangentialebene parallel laufen. Es sei {xyz) der gegebene, (|i?g) 
ein unendlich naher Punkt der Fläche, und 

mithin g = g)(aj -|- ä, y + ^) ? 

wenn die Fläche in der dritten Form gegeben ist. Nach den Voraus- 
setzungen über die Existenz und Stetigkeit der ersten und zweiten 
partiellen Ableitungen von tp nach x und y kann man schreiben 

ip{x + Ä, y + Ä) = (p{x^ y) + i'Ä + 2^ + Y {r})? -f ^shlc + t¥) 

wo a, ßy y gleichzeitig mit h und k unendlich klein werden. Das 
Coordinatensystem sei nun so gewählt, dass der gegebene Punkt An- 
fangspunkt, die Tangentialebene die Ebene der {xy) ist, und dass die 
(xz)- und (yjS?)-Ebene mit den beiden Hauptnormalebenen zusammen- 
fallen. Dann verschwinden (cf. § 16) die Grössen x, y, ^, J?, 2, s für 
den Punkt J., femer ist 

und man hat vermöge der obigen Gleichungen 

als Beziehung zwischen den Coordinaten der Fläehenpunkte, welche Ä 
benachbart sind. Es sei jetzt S eine unendlich kleine Grösse^ so ist 

t = s 

die Gleichung einer Ebene, welche im Abstände S der (icy)- Ebene 
parallel geht. Combinirt man sie mit der vorhergehenden Relation 
und bleibt bei den unendlich kleinen Grössen zweiter Ordnung stehen, 
so erhält man mit unbegrenzter Genauigkeit 

(1) Ü + ^=2* 

(2) t = S 

für die Gleichungen der Curve, in welcher die genannte Ebene die 
Fläche schneidet. Diese Curve ist mithin ein Kegelschnitt, dessen 
Halbaxenquadrate gleich den absoluten Beträgen von 2dQ^ und 2d(»2 
sind, d war unendlich klein: ist daher "der, Kegelschnitt geschlossen, 
so begrenzt er einen unendlich kleinen Flächeninhalt. In Folge dessen 
sagt man allgemein: Eine Ebene, welche der Tangentialebene parallel 
und unendlich nahe ist, schneidet die Fläche in einem unendlich kleinen 
Kegelschnitt. Er wird als der Dupin'sche Kegelschnitt oder die 
Indicatrix der Fläche für den gegebenen Punkt bezeichnet. 
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Die verschiedenen Formen, welche die Indicatrix haben kann, 
hängen von den Vorzeichen der Hauptkrümmungsradien ab. Es seien 
erstens q^ und q^ gleichbezeichnet, also QiQi> , und zwar werde, 
um einen bestimmten Fall anzunehmen, beiden Grossen das positive 
Zeichen erteilt. Ist dann d ebenfalls positiv, so ist der Dupin'sche 
Kegelschnitt eine Ellipse 



2*^1 • 2^92 
für negatives d dagegen, d = — d', erhält man die imaginäre Curve 

V , _v . 



Die letztere Annahme entspricht einer Scfanittebene auf der entgegen- 
gesetzten Seite der Tangentialebene wie vorher. Man hat also fol- 
gendes Resultat: Ist das Product der Hauptkrümmungsradien positiv, 
so liegt die Fläche in der Nähe des betrachteten Punktes ganz auf 
einer Seite der Tangentialebene, oder diese Ebene berührt die Fläche 
im eigentlichen Sinne. Ein solcher Flächenpunkt wird als ein elliptischer 
bezeichnet, und man sagt, dass die Fläche in ihm convex gestaltet ist. 
Es seien zweitens q^ und q^ von verschiedenem Zeichen, d. h. 
(>i(>2<0- Und zwar sei die Bezeichnung so gewählt, dass Q2>0^ 
Q^ = — Qi <0. Für positives d ist die eine Gleichung der Indicatrix 

für negatives d, = — d' : 

_S! ?!_=i 

Beide Curven, welche in eine und dieselbe Ebene verlegt zwei con- 
jugirte Hyperbeln darstellen, sind reell. Ist also das Product der 
beiden Hauptkrümmungsradien negativ, so liegt die Fläche in der Nähe 
des betrachteten Punktes auf beiden Seiten der Tangentialebene, oder 
diese Ebene schneidet die Fläche. Für einen solchen Punkt heisst die 
Fläche convex-concav oder sattelförmig, der Punkt selbst wird als 
ein hyperbolischer bezeichnet. 

In besonderen Fällen kann einer der beiden Hauptkrümmungs- 
radien unendlich gross sein. Dies tritt ein (cf. § 16 (13)), wenn bei 
unserer Wahl des Coordinatensystems noch r oder t gleich Null ist. 
Ist z. B. ^ = , so erhält man 

oder 



(I + V2Sq,) (5 - VMi,) = 0, 



* 
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d. h. der Dupin'sche Kegelschnitt zerfallt in zwei parallele Gerade, 
welche nur reell sind^ wenn 6 dasselbe Vorzeichen hat wie p^. Die 
Fläche liegt also, falls nicht weitere Voraussetzungen hinzugenommen 
werden, ganz auf einer Seite der Tangentialebene. 

Zu bemerken wären ferner noch die Specialannahmen, dass die 
beiden Hauptkrümmungsradien einander gleich oder entgegengesetzt 
gleich sind. Hat man erstens 

so wird die Indicatrix ein Ereis 

r + i2« = 2*p„ 

wodurch der Name „KreispunW (§ 12) für einen derartigen Flächen- 
punkt gerechtfertigt wird. Ist dagegen 

9i = — Q2y 

so wird der Dupin'sche Kegelschnitt durch eine von zwei conjugirten 
gleichseitigen Hyperbeln dargestellt, welche in der Gleichung 

|2 _ ^2 _ 2dQ, 

für die verschiedenen Zeichen von d enthalten sind. 

In allen Fällen ist der Dupin'sche Kegelschnitt demjenigen ähn- 
lich, welcher im § 14 zur Veranschaulichung des Euler'schen Satzes 
construirt wurde. Führt man auch hier Polarcoordinaten ein und 
nimmt den Euler'schen Satz hinzu, so findet man ganz analog wie 
dort, dass der Krümmungsradius eines jeden Normalschnitts dem 
Quadrate desjenigen Halbdurchmessers B des Dupin'schen Kegelschnitts 
proportional ist, welchen der Normalschnitt enthält. Man kann näm- 
lich allgemein setzen 

Die eben abgeleiteten Resultate sind von der Wahl des Coordi- 
natensystems unabhängig. Geht man daher zu den allgemeinen An- 
nahmen über die Darstellung einer Fläche zurück, so hat man zu 
schreiben 

ifci: [§ 12 (9)] 



(3) 



rt — s 



: 



ei9j 



— K 



[§ 16 (8)] 
[§ 18 (5, 1)] 



und braucht, da die Nenner dieser Ausdrücke wesentlich positiv sind, 
nur die Zähler hinsichtlich ihres Vorzeichens zu untersuchen, um die 
Gestalt der Fläche in der Nähe des gegebenen Punktes zu erkennen. 
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Beispiel der Flächen zweiten Grades: 
I) Die Mittelpunktsflächen werden durch die Gleichung 

repräsentirt , in welcher £ = oder = 1 ist Zur Bestimmung der 
partiellen Ableitungen dienen die Formeln 

Ä^ G ^' B ^ C ^' 

^ + C + ü ~^^' ü ^ C ^' B^ C ^ C ^' 
woraus 

— ^^ — ^^V- 

^~ z A' ^~ z~B' 

Äz^V Bl' * z^ AB^ ^ Bz^V AI' 

~ z^ABC' 

Bei passender Wahl des Axensystems kann gesetzt werden: 
für das EUipsoid: £ = 1; A, B, C>0, rt — ^>0, 
für das einschalige Hyperboloid: «= 1 ; Ä^ B>0, (7<0, rf — s^<0, 
für das zweischalige Hyperboloid : f = 1 ; -4 > 0, jB , (7< 0, r ^ — s* > , 
für den Kegel: 6 = 0; A,B>0, C<0, rf — s* = 0. 
H) Die Flächen ohne Mittelpunkt sind in der Gleichung 

enthalten, aus welcher folgt: 

Für das elliptische Paraboloid istu4>0, J5>0, rt — s^>0, 

für das hyperbolische Paraboloid A>Oy J5<0, rt — 5*<0. 

Hiernach sind das EUipsoid, das zweischalige »Hyperboloid und 
das elliptische Paraboloid überall convex gestaltet, das einschalige 
Hyperboloid und das hyperbolische Paraboloid überall convex-concav. 
Für den Kegel ist stets einer der beiden Hauptkrümmungsradien un- 
endlich gross. 

§ 21. 

Fasst man zwei conjugirte Durchmesser des Dupin*schen Kegel- 
schnitts in's Auge und bezeichnet mit ^ und ^' die durch Drehung 
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in einem bestimmten Sinn erhaltenen, < n angenommenen Winkel 
dieser Durchmesser mit der ersten Halbaxe des Kegelschnitts ^ so ist 

(1) tgi/;tg*' ^. 

Zwei Flächentangenten, welche solchen conjugirten Durchmessern ent- 
sprechen, heissen conjugirte Tangenten. Man kann ein Paar der- 
artiger Linien auch durch folgende Construction definiren. Vom Punkte 
A aus gehe man in einer beliebigen Richtung zu einem benachbarten 
Flächenpunkte B fort und lege in diesem, ebenso wie in A^ die Tan- 
gentialebene an die Fläche. Beide Ebenen schneiden sich in einer 
Geraden t, welche, falls B dem A unendlich nahe kommt, als Tangente 
der Fläche in A aufgefasst werden kann. Die Bichtung von A nach 
B bestimmt eine zweite Tangente r; behauptet wird, dass t und t 
conjugirt sind. 

Die Fläche sei durch drei Functionen zweier Variablen w, v ge- 
geben. Für laufende Coordinaten S ly 5 sind dann die beiden Tan- 
gentialebenen in -4 ^ {Xy y, z) und J? ^ (rc + dXy y + dy^ z + dz) 
durch die Gleichungen bestimmt: 

(2) X(| -x)^ Y{yi - j/) + Z(X -z) = ^) 

(X + rfX)(| - :r - dx) + (r+ dY){yi -- y - dy) 

^(Z + dZ){t-z - dz) = 0. 

Für die Punkte (| rj J;), welche der Geraden t angehören, gelten beide 
Gleichungen gleichzeitig. Daher wird die zweite, wenn man noch die 
unendlich kleinen Grössen zweiter Ordnung vernachlässigt, 

(3) (S -x)dX+(ri^ y)dY+ (5 - z)dZ=0. 

^ — x^ 71 — y, S — z sind den Bichtungscosinus von ty dx, dy, dz 
denen von r proportional. Nimmt man (| r^ Q dem Punkte A un- 
endlich nahe und setzt 

I — X '^^ dx = ^- öti '\- ^- dv etc. , 



du ' dv 

Inrn.Vi t\ia VörVialfniaoo 

du 



SO kann man die beiden Tangenten auch durch die Verhältnisse j- 



und Y~ bestimmen, und erhält aus (3): 



dx dx 



während (2) identisch erfüllt wird. Die Coefficienten ^ ^ ■^— etc. 
^ ^ j^ du du 

in dieser Gleichung sind im § 11 gegeben worden. Mit Benutzung 
der dort gefundenen Resultate geht (4) über in: 

(5) Lduöu + M(dudv + dvdu) + Ndvdv = . 
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Es seien jetzt speciell u = x, v = y angenommen und für L, 
Jlf, N die Werte § ' 16 (3) gesetzt. Dann wird die Relation unter 
den beiden Tangenten: 

(6) rdxdx + s {dx8y + dydx) + tdySy = . 

Endlich wähle man noch das Coordinatensystem in der § 16 be- 
schriebenen Weise, sodass 

r = — s = 0, t = — 

Qi 9i 

wird, und 

gesetzt werden kann; dann folgt 

, Vi Vg 

d. h. die Gleichung (1). Die beiden durch die angegebene Oonstruction 
bestimmten Tangenten sind daher, wie behauptet wurde, einander con- 
jugirt. 

Werden die krummlinigen Coordinaten u, v so gewählt, dass in 
jedem Punkte die Tangenten an die Linien v = const., u = const. zwei 
conjugirte Richtungen bilden, so muss die Gleichung (5) durch 

dv = 0, öu = 

erfüllt werden, und umgekehrt. Die notwendige und hinreichende Be- 
dingung für die gemachte Annahme ist also 

Soll eine Flächentangente sich selbst conjugirt sein, so muss in (5) 

$v dv 

du du 

gesetzt werden können. Dies gibt 

(7) Ldu^ -f 2Mdudv + Ndv^ = , 

d. h. [§ 14 (5)] die Inflexionstangenten und nur sie genügen der ge- 
stellten Bedingung. 

Dies Resultat könnte u. a. auch dadurch abgeleitet werden, dass 
man den Winkel 

zweier conjugirten Richtungen bildet und dann o = setzt. Aus (1) 

ergibt sich zunächst 

C08*i^ _. sin^t^ 

(8) tgo, "^ /7^i\ ' 

COS ib Bin 1b l 1 



8in*t/> 
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und hieraus weiter: 

cos* ^ sin* ijf 

(9) sin ö = £ ~^ ~^- 

1 /co8*t^ 8in*t^ 

« cos tff sin -1/» 1 1 

(10) cos ö = ^^' -hL 

1 /cos* rij sin' 

Unter Beibehaltung der anfänglichen Annahme ist das Zeichen so zu 
bestimmen, dass sin © positiv wird. Setzt man jetzt sin o = und 
benutzt den Euler'schen Satz, so wird man wieder auf die Gleichung 
(7) geführt. 

Es sei noch ein Satz erwähnt, welcher sich denen des § 14 an 
die Seite stellen lässt: Die Summe der Krümmungsradien, welche zwei 
conjugirten Normalschnitten entsprechen, ist constant und gleich der 
Summe der Hauptkrümmungshalbmesser. Sind nämlich die Winkel^ 
und X in den Gleichungen^ 14, (1, 2) durch die Relation 

tg^tg;C '^ 

Vi 

verbunden, so ergibt sich 

J^ Qi sin* ift + Pa < ^Q8' '^ 

q' 9i* sin* if, -\- Q^^ cos*^ " 

Aus dieser Gleichung und der des Euler'schen Satzes folgt aber 

(11) Q + Q=9t + 92^ 

§22. 

Die Bedingung für zwei conjugirte Tangenten hört auf, in der 
Form § 21 (1) zu gelten, wenn die beiden Geraden auf einander senk- 
recht stehen, weil dann tg ^ tg ^' = — 1 ist. Schreibt man aber 

(1) Qi sin ^ sin if/ + q^ cos ^ cos ^' «= 0, 

so gilt diese Gleichung in allen Fällen. Denn nimmt man die Be- 
dingung der Orthogonalität hinzu: 

(2) sin 'p sin ^' + cos ^ cos ^' = 0, 

so ergibt sich sin ^ = 0, cos ^' = oder sin ^' = 0, cos ^ = 0; d. h. 
die Haupttangenten und nur sie haben die Eigenschaft, gleichzeitig 
conjugirt und senkrecht zu sein. Dies hätte keines Beweises bedurft 
wenn wir ein bekanntes Ergebnis der Kegelschnitt -Theorie auf den 
Dupin'schen Kegelschnitt angewandt hätten, dessen Axen eben den 
Haupttangenten entsprechen. 
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Die Eigenscliaft der Haupttangenten; conjugirt zu seiu^ muss sich 
aus ihrer Gleichung ablesen lassen. Es seien allgemein zwei Tangenten 
durch eine quadratische Gleichung 

c^iiäu^ + 2a^^dudv + ci^dv^ = 

definirt (cf. § 6). Die Bedingung dafür, dass sie conjugirt sind, wird 

du St) ww 

aus § 21 (5) erhalten, wenn man für ^7 *- die beiden Wurzeln Aj, ^g 

dieser Gleichung setzt. Man erhält also 

L + M{li + k^) + Nl^k^ = 
oder 

(3) Na^^ — 2Ma^^ + La^^ = . 

In der That gilt für die Haupttangenten (cf. § 15) die Relation: 

Die Bedingung (1) und die Gleichung § 21 (5) besagen dasselbe 
in verschiedener Form. In Folge dessen muss zwischen ihren linken 
Seiten eine Beziehung bestehen, der Art, dass gleichzeitig mit der einen 
auch die andere verschwindet Wenn man nun die Gleichung auf- 
stellt, welche diese Beziehung vermittelt, so gelangt man zu einem 
geometrischen Ausdruck der bilinearen Differentialform 

93 = Lduäu + M{duSv + dvdu) + Ndvdv. 

Und zwar ergibt sich der gesuchte Ausdruck von selbst, wenn man 
die Grosse q^ sin f sin ^' + q^ cos ^ cos if/ mit Hilfe der Formeln des 
§ 4 berechnet. Welche Richtung man dabei für die beiden, durch 
die Winkel ^, i/ gegebenen Flächentangenten in's Auge fasst, ist 
gleichgiltig, da eine Veränderung jener Winkel um ar höchstens das 
Zeichen des betrachteten Ausdrucks ändern kann. Dass keine der 
Haupttangenten vor der anderen bevorzugt ist, sieht man sofort, wenn 
man noch die Winkel %, % der beiden Tangenten mit der zwfeiten 
Haupttangente einführt. Denn dann wird 

sin ^ sin 1I/ = cos % cos x^ 
und der betrachtete Ausdruck erhält die völlig symmetrische Form 

Qi COS X cos X -|- p2 cos ^ cos ^'. 
Vorausgesetzt wird bei allen Untersuchungen, welche sich auf con- 
jugirte Tangenten beziehen, dass keiner der Hauptkrümmungsradien 
unendlich gross ist, dass also [§ 12 (13, 14)] die Determinante 
LN — JiP der bilinearen Form 83 von Null verschieden ist. 

Führt man jetzt die angedeutete Rechnung wirklich durch, wobei 
die Gleichung [§ 12 (7)] 
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^^^ ^^— G- Ng, 

ZU benutzen ist, und bezeichnet mit s/ den Wert von -r- für die 

' * du 

erste Haupttangente, so erhält man aus § 4 (8, 6): 

. _ T[{G - Nq,) dv + (F- Mq ,) du] 
^^"^^ {G^NQ,)s,'ds 

^^^ . _ ( G - Ng,) {Edu + Fdv) - (F - Mg,) {Fdu + Gdv) 
cos ^ — -^-_ -^-,--- -^ 

In den entsprechenden Functionen des Winkels ^' sind du, dv durch 
8uy dv zu ersetzen. Hieraus folgt weiter, mit Hinzuziehung der Glei- 
chungen § 12 (8, 12) : 

(>iSin^sin^'+ P2 ^^^ ^ ^^^ V'' 

Nun ist 
V^ = ^+2i^A, + öV-^-;-(2-^9.) = -^-^ (1 - |); 

mithin wird schliesslich 

(5) Ldudu + M{duSv + d«;*w) + i\^dt;*t; 

7 ^ ICQQ tp COS 1/;' ^^ sin i^ sin t/;'\ 

Werden die beiden Tangenten als die der Coordinatenlinien ange- 
nommen, so ergibt sich ein Ausdruck für M. Man erhält nämlich für 
dv = 0, du==0: 

ds = eYEdu, ös = s ]/Ö öv, 
, und daher: 

(Q) jyr = VEG (^^IJt^^lJlL 4. «in 'V^ sin il)' \ 

wenn man jetzt unter ^ und ^' die Winkel versteht, welche die posi- 
tiven Richtungen der Coordinatenlinien mit der ersten Haupttan- 
gente bilden. Die Richtung, welche für die letztere bevorzugt wird, 
bleibt gleichgiltig. 

§23. 

Die eben gegebene Formel liefert einen Ausdruck der Fundamen- 
talgrösse zweiter Ordnung M durch E und G, die beiden Hauptkrüm- 
mungsradien und zwei Winkelgrössen. Will man ähnliche Werte 
auch für die beiden anderen Fundamentalgrössen zweiter Ordnung auf- 
stellen, so hat man die Gleichungen für die beiden Invarianten (Quanti- 
täten, welche von der Wahl der Coordinaten unabhängig sind) H und 
K hinzuzunehmen. Nach § 12 (12, 13) ist: 
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(1) GL - 2FM +EN^ T^H 

(2) LN-M^=^ T^K, 

Es bestehen also drei Gleichungen, aus welchen Z, M, N zu ermitteln 

sind. Das Resultat der Rechnung lässt sich leicht von vornherein 

übersehen. Setzt man nämlich in dem Ausdruck der Krümmung für 

einen beliebigen Normalschnitt 

1^ _ Ldu^ + 2Mdudv + Nd v^ 
Q ~ Edu^ + 2Fdudv + Gdv^ 

einmal dv =^0, sodann dw = 0, und bezeichnet mit Quy Qv die Krüm- 
mungsradien der Normalschnitte, welche durch die Tangenten der 
Coordinatenlinien hindurchgehen, so erhält man 

(^\ Jl — L. 1 —^ 

^^) Q^— E> 9,~ G' 

und mit Benutzung des Euler'schen Satzes: 

(4) L = E (-'-^ + ^^^) N= g(^^^ 4- — -^'V 

Um diese Werte durch directe Rechnung aus den obigen drei 
Formeln zu erhalten, formen wir zunächst den Ausdruck von M noch 
etwas um, indem wir den Winkel ^' eliminiren und dafür die Funda- 
mentalgrösse F oder, was auf dasselbe hinauskommt, den Coordinaten- 
winkel d" einführen. Wie man leicht sieht, ist stets entweder 

^' = '9- + ^ oder ^'='9' + ^ — 27t , 

daher in allen Fällen 

(5) M = VEG P^^ ^ ^^^ (^ + ^) I 8^^ '^ »i^ (^ + '^) ] 

Lost man die Functionen des zusammengesetzten Arguments auf und 
benutzt die Gleichungen (§ 3) 

cos '9- = . , sm 0" 



Veg' veg' 

so folgt 

(6) M ==^ f('-^^ + '^ -Tsint cos t (----) 

Setzt man nun zur Abkürzung 

T^H+2FM^A, ' T^K+M^=B, 

so gehen die Gleichungen (1, 2) über in 

GL + EN=A, LN=B, 
woraus 
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und die Ausrechnung liefert 

A* — AEGB = E^G\H* - 4K) sin« » sin« (» + 2*) . 
Daher wird 

L = ^[ä±EG{j — j) sin » sin (» + 2^)] 

.V= 2^- [^ + -^^ (^ - -^) 8i° ^ sin {» + 2t)]- 

Zur Bestimmung des Zeichens werde Folgendes festgesetzt. Es seien 
die Coordinatenliuien so gewählt, dass ihre Tangenten stets mit den 
Haupttangenten zusammenfallen, dass also Qu und q^, mit den beiden 
Grössen q^ übereinstimmen. Wir kommen auf das wichtige System 
der Haupttangentencurven im nächsten Abschnitt zurück. Die Bezeich- 
nung sei nun so getro£Fen, dass q^ mit Qu identisch, also gleich 
jp 

jj wird. Alsdann gelten in den beiden eben aufgestellten Ausdrücken 
die oberen Zeichen, wie man sofort bemerkt, wenn man ^ = 0, ferner 

(nach vor. §) F=0, M=0, mithin -Ö- = ^, ^ == JE?Ö (- + ~) 
setzt. Da nun allgemein 

A = EG[- + ~-}-(^ - -) cos '^ cos r^ + 2^)1 

ist, so ergibt sich 

ri^f[_L + i + (l_l)cos2^] 



(7) 



oder auch 



(8) 



^^ ^ / CO8« (» 



+ tft) , Bin« (^ + ^)\ 



welche Ausdrücke mit (4) übereinstimmen. 

Ist die Fläche durch eine Gleichung z =^ (p{Xy y) dargestellt , so 
ergeben sich aus den eben gefundenen Werten von L, M, N mit Hilfe 
der Gleichungen § 16 (3, 1) folgende Ausdrücke für die zweiten Difife- 
rentialquotienten : 

S = yp^ + q^-\.l }/(/ + 1) (q^ + 1) p« «^?^J:jrt 

sin ip sin {&• + tp)\ 



(9) 



+ 



^ > 1 V 2 
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In ihnen bedeutet jetzt ^ den, Winkel, welchen die Tangente der ebenen 
Curve y = const. in dem betrachteten Punkte mit der ersten Haupt- 
tangente bildet. 

Nach § 8 (5) hat man noch 

(10) p = — -^ g = --_. 

Man kann also für die Fundamentalgrössen erster und zweiter Ord- 
nung Ausdrücke finden, welche nur geometrisch definirte Grössen ent- 
halten. 

§24. 

Die Theorie der Krümmung einer Fläche ist von Gauss durch 
eine Betrachtungsweise begründet worden, welche von der Theorie der 
Normalschnitte unabhängig ist, wenngleich sie in ihren Resultaten 
wieder auf diese führt. Sie ist derjenigen analog, durch welche man 
zum Begriff der Krümmung einer ebenen Curve gelangt. Sind Ä und 
B zwei benachbarte Punkte einer solchen Curve, ds das zwischen ihnen 
liegende Bogenelement, dco der Bogen, welcher in einem Kreise vom 
Radius 1 zu dem Winkel der beiden in Ä und B errichteten Nor- 
malen gehört, so kann bekanntlich die Krümmung 

■t dm 

ds 

gesetzt werden. Dementsprechend denke man sich nach Annahme einer 
Kugel, deren Mittelpunkt beliebig (etwa der Anfangspunkt der Coor- 
diiiaten), deren Radius gleich der Längeneinheit ist, jedem Punkte Ä 
einer Fläche denjenigen Punkt A' der Kugeloberfläche zugeordnet, 
welcher erhalten wird, wenn man OA' parallel der nach aussen ge- 
richteten Normale des Punktes A zieht. Man sagt dann, die Fläche 
werde durch parallele Normalen auf die Einheitskugel abgebildet. 
Jeder Curve auf der Fläche entspricht bei dieser Abbildung eine sphä- 
rische Curve, jedem begrenzten Teil der Fläche ein Stück der Kugel- 
oberfläche. Angenommen nun, der Teil der Fläche sei so gewählt, 
dass verschiedenen Punkten desselben auch stets verschiedene Punkte 
der Kugel zugehören, so bezeichnet man das durch diese Punkte er- 
füllte Stück der Kugelfläche als Totalkrümmung jenes Flächenteiles. 
Diese Definition lässt sich, durch zweckmässige Zerlegung des gegebenen 
Flächenstückes, leicht auf den Fall ausdehnen, dass jene Annahme nicht 
mehr erfüllt ist. Wichtiger ist jedoch der Begriff des Krümmungs- 
masses der Fläche für einen gegebeneu Punkt. Dieser Punkt A werde 
als Eckpunkt eines unendlich kleinen Dreiecks dk auf der Fläche auf- 
gefasst, welchem auf der Kugel das Dreieck dA correspondiren soll. 
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Da ein Punkt der Kugel durch die Coordinaten X, F, Z bestimmt 
wird^ diese Grössen aber stetige Functionen von u und v sind, so ent- 
sprechen benachbarten Punkten der gegebenen Fläche auch benachbarte 
Punkte der Kugel; und dÄ kann danach ebenfalls von yornherein als 
sehr klein vorausgesetzt werden. Der Grenzwert, welchem sich der 
Quotient 

dl 
nähert, wenn Divisor und Dividendus gegen Null convergiren, heisst 

abgesehen vom Vorzeichen, welches sogleich bestimmt werden wird, 

das Krümmungsmass in A, — Dass der eben definirte Grenzwert 

existirt, wird leicht durch wirkliche Ausrechnung gezeigt. 

Die Dimensionen des Dreiecks dk sind unendlich klein; in Folge 

dessen kann dasselbe als geradlinig angesehen werden. Bildet man 

nun seine Projection d(p auf die (a;j/)-Ebene, so ist mit unbegrenzter 

Genauigkeit 

+ rfg) = ZdX , 

denn Z ist identisch mit dem Cosinus des Neigungswinkels der Tan- 
gentialebene in J. gegen die Ebene der (xy). Vermöge der Abbildung 
durch parallele Normalen sind die Tangentialebenen der Fläche und 
der Kugel in entsprechenden Punkten einander parallel; daher ergibt 

sich ebenso 

+ d^^ZdA, 

wenn d^ die Projection von dA auf die (rcy)-Ebene bedeutet. Hier- 
nach wird das Krümmungmass 

7 \^^ 

— aqp 

Es sei jetzt A^ die Projection des Punktes A, Bq und CJ, die Projec- 
tionen der beiden anderen Eckpunkte B, C von dX, und 

Aq = (x, y), Bq = (x + dx, y + dy), Cq^{x-\- 8x, y + Sy). 

Dann ist 

dg) = 6 (dxdy — dySx) , 

wo a gleich + 1 oder gleich — 1 zu setzen ist, je nachdem AlqCq 
auf der positiven oder auf der negativen Seite der unbegrenzten Ge- 
raden ^0^0 li^gt- Unter der positiven Seite von A^B^ wird dabei 
(cf. § 4) diejenige verstanden, nach welcher sich die positive Richtung 
der y-Axe erstrecken würde, falls die Richtung AlqBq mit der positiven 
a;-Axe zusammenfiele. In derselben Weise ergibt sich für 

Co'^(X + <JX, Y+SY): 
d9 = e'{dX8Y — dY8X). 
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Sind nun s und «' in beiden Ausdrücken einander gleich, oder die 
beiden entsprechenden Dreiecke dq) und d^ ähnlich gelegen, so soll 

d(p ^ 

sein; ist dies nicht der Fall, so soll der Ausdruck rechts noch das 
negative Zeichen erhalten. Hiernach wird in allen Fällen: 

m j dX8 Y — d YSX 

^ ^ dxdy — dydx 

Setzt man nun 

dx = ^- du -\' ^- dVy , . . 
du ^ ov ' 

3 X u X 

dx = ^- du 4- ^- dv, . . . 

öu ^ öv ' 

so ergibt sich: 

dxdy — dydx = (^ ^ — ^ ö— ) {duöv — dvdu) 

dXdT- dYdX=(^^ — ^-^^) (dudv - dvSu). 
Ferner ist nach § 11 (10): 

du dv du dv {EG — F^Kdudv düdvl^'^^ '^^^' 
und nach § 12 (13): 

rj»' — d'ti' = {EG - F^) (LN -- Jf2) . 
Wird alles dies in (1) eingesetzt, so resultirt 

^"^^ ^ = EG - F^ ' 

Dieser Ausdruck, aus welchem jede Beziehung auf die Punkte B und 
G verschwunden ist, welche zu seiner Herleitung dienten, soll nunmehr 
als Definition des Krümmungsmasses genommen werden. 

Berücksichtigt man noch die Gleichungen § 12 (13, 14), so ergibt 
sich die Formel 

(3) Ä =: — = JT, 

d. h. das Krümmungsmass ist gleich dem reciproken Werte 
des Products der beiden Hauptkrümmungsradien. 

Für die Darstellungen (HI) und (II) (§ 1) der Fläche erhält man 
hiernach die Werte des Krümmungsmasses aus § 20 (3). Und es folgt 
aus demselben Paragraphen, dass die elliptischen Punkte einer Fläche 
mit denen identisch sind, fiir welche das Krümmungsmass positiv ist, 
während die hyperbolischen einem negativen Krümmungsmass ent- 
sprechen. Sind Punkte vorhanden, für welche 

1 = 
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ist; SO erfüllen dieselben im Allgemeinen eine Curve, welche als 
Wendecurve der Fläche bezeichnet wird. 

# §25. 

Das Erümmungsmass hat die wichtige Eigenschaft, sich nur durch 
die Fundamentalgrössen erster Ordnung E, F, G und ihre Ableitungen 
ausdrücken zu lassen. Doch verschieben wir den Beweis dieses Satzes, 
um uns vorläufig noch weiter mit der Theorie der Normalen und 
namentlich mit der Abbildung der Fläche auf die Gauss^sche Kugel 
zu beschäftigen, welche ein Hilfsmittel von hervorragender Bedeutung 
für flächentheoretische Untersuchungen bildet. 

Es werde zuerst das Linienelement d<S der Kugel berechnet, wel- 
ches dem Element ds der Fläche entspricht. Man hat 

(1) dö^ = dX^ + dY^ + dZ\ 

Setzt man hier dX = ^— du + -ö— dv , führt für ^— , -,t- ihre Aus- 

ou * cv ' du ^ cv 

drücke § 11 (10) ein und bezeichnet die Fundamentalgrössen erster 

Ordnung der Gauss^schen Kugel ^ \^) ®*^' ™^* ®» 5^ ®? ^^ ®^" 
hält man mit Hilfe der Formeln § 15 (3, 7): 

^ = HL - KE 



(2) 



[& = HN- KG, 



woraus 



(3) d0^ = H(Ldti''+2Mdudv+Ndv^) - K{Edu^+2Fdudv+Gdv^) 

= H— — Kds\ 

Q 

Das Quadrat des Linienelements der Gauss^schen Kugel lässt sich also 
als homogene lineare Function der beiden quadratischen Diflferential- 

formen ds^ und — darstellen. — Nimmt man den Euler'schen Satz 

hinzu, so stellt sich für dö^ die Darstellung heraus 

(4) dc^ = ds^ (^ + ?i^) . 

Was die Fundamentalgrössen 2. Ordnung betrifft, so ergeben sie 
sich aus der Bemerkung, dass für die Einheitskugel die Krümmungs- 
halbmesser sämmtlicher Normalschnitte einander gleich, und zwar nach 
der Zeichenbestimmung des § 10 gleich — 1 sind. Hieraus folgt nämlich 

2du^ + 2mdudv -{- 'Sldv^ = — (ßdw" + 2%dudv -\- ®dv^), 
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mithin 

(5) S = -e, 3R = ~g, gfi=-@, 

was leicht auch durch directe Ausrechnung bestätigt wird. 
Aus (2) resultirt noch 

(6) % = bKT, 
wo bK positiv, oder 

(7) %T=E(LNr-M^). 

Da LN — M^ (oder K) stets als von Null verschieden angenommen 

wird, so ist 

%>0. 

Unter Umstanden ist es vorteilhaft, in die flächentheoretischen 
Gleichungen die Grössen @, fj, ® an Stelle von J5?, F, G einzuführen. 
Die Hauptformeln, welche man hierbei erhält, sollen jetzt zusammen- 
gestellt werden. 

Substituirt man in (2) für fi'und K ihre Ausdrücke § 12 (12, 13), 
so ergibt sich 

' g = ^ {GL^ - 2FLM + EliP) 

(8) 15 = ^ (GLM - F{LN + M^) + EMN) 

@ = — (G]iP - 2FMN + EN^) , 
und die Auflösung dieser Gleichungen liefert, mit Benutzung von (6): 

-E = -^-5 (&n - 2%LM + @Jlf ) 

(9) If = y^ {&LM - %iLN + M^) + eJlfJ^) 

G = A_ (@ M« - 2g Jf JV + @ J\r^) . 
Für die Grössen i} . . . d' folgt alsdann aus § 11 (9): 

n= — 5^ ( %M—^N), »= — «^ — {—%L + %M) 

mithin wird die Gleichung der Haupttangenten [§ 12 (10)]: 

(11) -{%L — (&M)du^-(&L — (&N)dudv + (^N-®M)dv^ = 0, 

und die Hauptkrümmungsradien bestimmen sich [§ 12 (12, 13)] aus 
den Formeln 

Knoblauch, Flächentheorie. 5 



<& + dh 


S + oi* 


L — ^ti^ 
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oder 

U^) (>1 + 92 = £2 ; Pl92 = ^2 

Der Zusammenhang zwischen Haupttangenten und Hauptkrüm- 
mungshalbmessern wird vermittelt durch 

L + MX. M+I^X. 

(14) Qk= ^ ' ^ * 

oder 

(15) h 

Endlich sind noch folgende Beziehungen zwischen X, T, Z und 
Xy yy z bemerkenswert. Bildet man Product und Quadratsumme zweier 
der Grossen X, Y, Z aus ihren Definitionsgleichungen (§ 8), so, er- 
gibt sich 

(16) YZ i-rG^y|l_i^(|y|£ + |f|y) + i;|yf£l 

^ ^ T^L duou \dudv ' duovJ ' cv ovA 

(17) P + Z.-i[ö0*-2J.|-:||+£(|i)']. 

I 

Diesen Formeln lassen sich andere zuordnen, in welchen die Grössen 
Ey Fy G durch 6, 5; ®; ^'^^ ^^® Ableitungen ö— etc. durch ^ etc. 
ersetzt sind. Es folgt nämlich mit Hilfe der Relationen § 11 (11): 

(^Iö; ^"^T^VaMav du dv) ~ B%\du dv du dvJ' 
und hieraus: 

(19) 5^-^=-x-»L®ä^a:s:~^lä^ä^+airä^; + ®äir:ä^^ 

(20) i- + ^^ = |.[®(|fr-2g|f|f + e(^)^^ 

Wegen 2^X^ = 1 erhält man aus (17) das Resultat, dass X sich 

durch E, F, G, ^- und ö- ausdrücken lässt, freilich in der irratio- 

' ^ ' du öv ' 

nalen Form 

(21) X _ + l/l _ i.. [ö (13'- 2i. I-: ^' + ^ dl)-] . 

Die geometrische Bedeutung dieser Gleichung ist folgende. Ist k der 
Winkel (< ä), dessen Cosinus gleich X ist, so hat man 

(22) .i.U-i,[<?(?i)'-2F|-:|f+£(|f)'], 

oder, wenn man noch die Winkel, welche die positiven Richtungen 
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/ 

der Coordinatenlinien mit den Axen bilden; sowie den Coordinaten- 
Winkel einführt (§ 3): 

(23) sin^A sin^O* = cos^a' — 2coS'9' cosa' cosa" + cos^a" . 

Den Formeln § 11 (7, 8) lassen sich folgende an die Seite setzen: 

(24) r|^_zi^ = i,(jif|^-i|^) 

^ ^ du cu T \ du dv/ 

(25) Y^^-Z^^=i(N^^-Mp)- 

^ ^ cv dv T \ du dv/ 

Sie ergeben sich aus § 11 (10, 7, 8, 12). Wendet man weiter die 
Gleichungen (11) desselben Paragraphen an und recurrirt auf die Re- 
lationen § 15 (7), welche in Folge von (2) sich schreiben lassen: 

(26) \Mri-\-Nd' = Lti' + Md'' = — T^^ 
so erhält man 

(28) 4l"^l?=Ä(-®lf+Sw> 

§ 26. 

Bevor wir die Theorie der Normalen verlassen, bestimmen wir 
noch folgende Grössen: 1) den Wiukel zweier benachbarten Normalen 
in den Flächenpunkten Ä und J?; 2) Länge und Gleichungen ihres 
kürzesten Abstandes; 3) die Entfernung des Fusspunkts dieses Ab- 
standes von dem zugehörigen Flächenpunkte. Die beiden Normalen 
haben die Richtungscosinus X, Y, Z und X + dX, Y -\- dY, Z -{- dZ. 
Ihr Winkel w oder genauer der Bogen d6y welcher zu w in einem 
Kreise vom Radius 1 gehört, ist offenbar im vorigen Paragraphen 
bereits gegeben worden; denn er ist gleich dem, den beiden Normalen 
entsprechenden Linienelement der Gauss'schen Kugel. Also 

(1) d6'==^dX\ 

wie man auch aus dem Ausdrucke von sin w und der Gleichung 

1 . sin u) ^ 
lim = 1 

«,=0 ^ 

leicht schliessen könnte. 

Was den kürzesten Abstand betrifft, so ist dieser für zwei be- 
liebige Gerade 
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I — a; Ti — y t- 



(2) 



a b 



(S) S — a?i ^ V — Vi ^ £— gl 

<*i Oj Cj 

durch die Formel 

(4) p _ (fe gj — ^1 c) (a?i — a?) + (c o t — c, a) (y^ — y) + {a \— «i h) (z, — ^) 

± y(s^r^"M)' +(c"5r^"^;ä)* ^-i^^-ai^)* 

gegeben. Für unseren Fall ist 

a?i = 0? + dx, a = X, «i = X + dX etc., 



also 



, ^ -£X(d Yd« — dZdy) 



±da 
Bei Berechnung des Zählers erhält man nach § 11 (10): 

du du du du T ^ du dv du dv T 



(5) 



dv du dv du T ' dv dv dv dv T ' 



mithin 

(6) d Yäz - dZdy = X ZL ^ä^'-(»--n)dudv + r,'dv' ^ 

und es wird 

wenn zur Abkürzung 

,QV — &du^ — (-O"' — ri)dudv -{-rj' dv^ ^ 
(p) j, = i 

gesetzt wird. Aus (7) erhellt, dass ^ im Allgemeinen einen endlichen, 

von Null verschiedenen Wert hat, oder dass der Winkel und der 
kürzeste Abstand benachbarter Normalen im Allgemeinen unendlii^h 
kleine Grössen derselben Ordnung sind. Nur wenn r=0 ist, d. h. 
[§12 (10)] wenn die beiden Nachbarpunkte auf der Fläche einer Haupt- 
normalebene angehören, findet dies nicht mehr statt. Doch kann man 
nicht ohne Weiteres schliessen, dass alsdann äj) = sei. Vielmehr 
bedarf der Ausdruck von dp in diesem Fall einer genaueren Unter- 
suchung durch Hinzunahme der höheren Differentiale von X, Y, Z] 
diese wird später, bei den Krümmungslinien, durchgeführt werden. 

Man kann den gefundenen Wert noch umgestalten, indem man F 
in anderer Weise ausdrückt. Wird die Quadratsumme der Gleichung (6) 
und ihrer Analogen gebildet, so ergibt sich 

(9) r^ = Udx^ 2JdX^ — (Udx dXf 

oder, nach § 25 (3), § 10 (9): 

r^ = ds^(^^-K-ll 



1 
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(.0) ^'-^''(i-|)(}-i). 

und endlich^ wenn man den Euler'sclien Satz benutzt; 

(11) r^ = ds^ cos» ^ sin* ^ (- — -f - 

Diese Gleichungen geben in Verbindung mit § 25 (3, 4) folgende 
Werte für dp: 

(12) dp = + ds T/ ^ ~ j (^ - g ^ , 

COS^ SIU'^ I I 

(13) dp = ds -^ ^ - 



1 /c08*i/> sin* 



Wir suchen ferner die Richtungscosinus Ä^, Bq, Cq von dp auf. 
Da der kürzeste Abstand auf den beiden Geraden senkrecht steht, 
welche durch X, F, Z und X+ JX, Y+dY, Z+dZ gekenn- 
zeichnet werden, so hat man für eine bestimmte Richtung: 

.... ^ Y2{YdZ—ZdT)^ da ' 

^ ^ T> ZdX^XdZ ^ XdY^YdX 

^0 di ' ^o=. JT ^ 

Die Gleichungen der Geraden, auf welcher dp liegt, sind: 

(15) g-a;o = liA, ri^yo = BBo, l-z^ = BG,, 

und es bezeichnen in ihnen Xq^ y^j Zq die Coordinaten eines bestimmten 
Punktes der Geraden, 12 den Abstand dieses Punktes von dem varia- 
blen Punkte (5 ri g). Soll nun die gerade Linie (15) die beiden Nor- 
malen 

(16) l — x = rX, 7j — y = rY, % — z = rZ 

g ~ (a; + d^) = riX-^ dX), i? - (f/ + dy) = r {Y+dY), 
^ ^ ^-{^ + dz)=^r'{Z+dZ) 

schneiden, so müssen sowol (15) und (16), als auch (15) und (17) 
durch je ein gemeinsames Wertsystem (| ri J) erfüllt werden. Elimi- 
nirt man S, i}, t> ^^^ beiden Gleichungssystemen und bezeichnet mit 
fi' denjenigen Wert von JB, welcher dem Schnittpunkt von (15) mit 

(17) zugehört) so erhält man sechs Gleichungen, welche in x^y y^, Zq, 
iJ, jB', r, r' linear sind. Bei weiterer Elimination von ^Cq, y^, z^ 
bleiben drei lineare Gleichungen für B' — 22, r, r übrig. Löst man 
sie nach r auf, so ergibt sich ohne Schwierigkeit 



(18) r = - 



dxdX + dydY + d zdZ Ldu* + 2Mdudv + Ndv^ 
dX^ + dY^ + dZ^ "^ ^du^+ ^%dudv + (^dv^ 
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Diese Formel liefert also den Abstand des Flächenpunktes A ^ {x, y, z) 
von dem Fusspunkte -4' e^ (|, iy, £) des kürzesten Abstandes zwischen 
der Normale AA' und einer beliebigen Nachbamormale^ welche durch 

das Verhältnis 3— besimmt wird. Setzt man für den Zähler und den 

du 

Nenner ihre Werte, so wird: 
(19) r = 



H— Kq 





cos*-^ , sin'^ 
Q coa^'tlf j sin* t/; 





Aus diesem Ausdruck, oder durch directe Untersuchung des Wertes (18) 
nach der Methode des § 12 erhellt, dass die Richtungen, für welche r 
ein Maximum oder Minimum wird, mit den Uauptkrümmungsrich- 
tungen zusammenfallen, und dass die beiden extremen Werte von r 
mit Qi und q^ selbst übereinstimmen. Auch die Forderung 

führt, wie unmittelbar ersichtlich, wieder auf die Hauptkrümmungs- 
halbmesser. 

Wir formen noch die Werte von Aq, Bq, Cq so um, dass die 
Differentiale du, dv in Evidenz treten, welche den Flächenpunkt B und 
damit die zweite Normale bestimmen. Dabei werden die Formeln 
§ 25 (24, 25): 

du du T \ du dv/ 

dv dv T \ cu dv/ 

gebraucht; alsdann ergibt sich für — = A: 

,o/\\ A ^t< dv \ du dv/ 

^ ^ ^~ ± rye + 2gfx + @x» ' '"* 

Es seien -4*, Bk, Ci die Ausdrücke, in welche -4^, JB^, Cq für X = h 
übergehen. Will man die beiden Flächentangenten finden, welche den 
kürzesten Abständen (Ak^ Bkj Ck) parallel laufen, so hat man nach 
§ 4 zu setzen: 

od», nr |1 - ^: 

du cv ^^ du cv \ du dv/ * 



y^+2Ff*4+e^fi| ± Ty^ + 2^ij^ + %ii 
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Multiplicirt man die drei Gleichungen der Reihe nach mit 0— , ^, 

ö- resp. K— , ^ , ö— . und addirt, dividirt alsdann das eine Resultat 

du ^ ov' ov ^ dv ' 

durch das andere, so folgt 

E + Fy^j^ <0" + &'Xj^ 

F+ Gii^^" v + nh 
oder 

L + M(Xk + (ik) + Nhfik = 0. 

Diese Relation besagt nach § 21 (5), dass die beiden, durch A* und 
[ik gekennzeichneten Tangenten einander conjugirt sind. Da nun Xk 
einer Haupttangente zugeordnet ist, so muss (ik zu der anderen Haupt- 
tangente gehören, und man erhält folgendes Resultat: Geht man von 
einem Flächenpunkte Ä in einer Hauptebene zu einem benachbarten 
Punkte B fort und construirt in Ä und B die Normalen, so liegt 
deren kürzester Abstand in der zweiten Hauptebene. 

Wir führen noch den Winkel ü' ein, welchen die Richtung eines 
beliebigen dp mit der Richtung {A^^ B^, G^), d. h. mit der zweiten 
Haupttangente bildet. Es ist 

cosÄ' = Ä^A, + BqB^ + C^C, 

und es folgt, am einfachsten aus den Ausdrücken (14): 

^o o' _ [^ + ^{^ + h) + ®^kY 

cos i^c — ^^^ 2gz + &x') ((£ + 2gX, + ®l,^' 

und femer 

.,2 o' _ [®_+l(^_+_^«)_+ ^^^Z 

^^^ ^^ *" (@ + 25^"+ ®^') (@ + 25X, + ® X,«) • 

Operirt man jetzt, unter Hinzunahme der Gleichungen § 25 (14), genau 
in der Art, wie im § 13 zur Herleitung des Euler*schen Satzes ge- 
schehen, so ergibt sich 

r =^()i cos^iß' + (>2 sin*5i' 

oder, wenn «ß den Winkel von dp mit der ersten Haupttangente be- 
zeichnet, 
(21) ^ = Qi sin^ ß + 92 cos* ß . 

Aus diesem, von Hamilton herrührenden Satze könnte ebenso 
wie aus dem Euler'schen eine Gruppe interessanter Folgerungen ab- 
geleitet werden. Und weiter kann man eine Reihe eleganter Rela- 
tionen unter flächentheoretischen Grössen dadurch finden, dass man 
zu den Ausdrücken von r und q noch andere hinzunimmt, welche, wie 
diese, nur von (j^, g^ und ^ abhängen (vgl. z. B. § 21 (8 — 11)). 
Doch wollen wir auf diese Beziehungen, welche aus den entsprechenden 
Gleichungen durch Elimination der Hauptkrümmungsradien oder des 
Winkels ^ folgen würden, nicht näher eingehen. 
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Ebenso müssen wir es uns versagen^ die in den letzten Para- 
graphen entwickelten Resultate auch auf solche Strahlen auszudehnen, 
welche nicht Normalen einer Fläche sind. Es soll nur noch die Be- 
dingung dafür aufgesucht werden^ dass ein gegebenes Strahlsystem 
ein Normalensystem ist Versteht man unter Xq, y^y Zq, a, b, c 
Functionen zweier unabhängigen Variablen, von denen die drei letzten 
durch die Relation a* + 6* -}- c* = 1 verbunden sind, so stellen die 
Gleichungen 

a b c L 

ein Strahlensystem dar. Wir denken uns den Variablen ti, t; bestimmte 
Werte erteilt und bilden 

dx = dxQ -\- adR + Rda 

dy = dy^ + bdR + Rdb 

dß = d^Q + cdR + Rdc, 
woraus 

adx + bdy -|- cdz = adx^ + bdy^ + cäz^ + dR, 

Soll nun die Gerade auf einer Fläche senkrecht stehen (welche als 
Ort des Punktes {x y ß) betrachtet wird), so muss 

adx + bdy + cdß = 

sein, mithin wird adx^ + bdy^ -[- cdß^ ein yollständiges DiflFerential, 
nämlich von — R, Die Bedingung hierfür iSt 

dv ^i du du .^u dv 
oder 

/99\ ^ ^ I ^_% ^b I dzp de ^dx^ da , dy^dh , dz^dc 
^"^ ^ du dv '^ du dv ' du dv dv du ^ dv du~* dv du 

Besteht umgekehrt diese Bedingungsgleichunig, so lässt die Function 
R sich finden, und man kann die Grossen Xj y, z aus den Glei- 
chungen X =^ x^ •■\- aRy ... als Functionen von u und v be- 
rechnen. Femer ist ^ a ö— = 0, ^^ a g— = 0, ^i«* = 1 > ^^^'^ 

diese Gleichungen bestimmen a, 6, c in der That als Richtungscosinus 
der Normale für die eben als existirend nachgewiesene Fläche. Die 
gefundene Bedingung ist hiernach für ein Normalensystem notwendig 
und hinreichend. 

§ 27. 

Wir kehren jetzt zu dem Satze vom Erümmungsmass zurück, 
welcher im Anfange des § 25 bereits angedeutet wurde, und beweisen 
ihn durch Berechnung des Zählers {LJS — AP) von K, 
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Nach § 9 (6) in Verbindung mit § 8 (7) und den Definitions- 
gleichungen &Lr Ä, Bj C [§ 4 (4)] kann gesetzt werden: 



L = 



ySG — F' 



d*x d*y d^z 

dx dy dz 
du^ du^ du 

dy 



dx' 
dv' 



dv 



dz_ 
dv 



M= 



yEG — F^ 



d^x 

dudv' 

dx 
du^ 

dx 
dv' 



d'y 
dudv' 

dy 
du' 

d_y 
dv' 



d^z 
dudv 

dz_ 
du 

dz_ 

dv 



N = 



YEG—F^ 



d^x d^y d*z 



dv*' 

dx 
d^' 

dx 
dv' 



dv*' 

dy_ 
du' 

dy 

dv' 



dv* 
dz_ 

du 

dz_ 
dv 



Die Berechnung von LN - IP soll hieraus mittels des Multiplications- 
theorems der Determinanten geschehen. Es sei noch gesetzt 



(1) 



(dx d*x 
du du* 

dx d*x 



I dy d*y 
"^ du du* 



+ 



dy d*y 



, dz_ d^ 
^ du du* 

d*z 



du dudv "^ du dudv 
dx d*x 



, dz 



(2) 



du dv* 

( dx d*x 

dv du* 

dx d*x 



I dy d*y 

' du dv* 

I dy d*y 

''" dv du* 



+ 



ferner 



(3) 



dv dudv 

dx d*x 

dv dv* 



+ 



dy d*y 



"^dv 
^dz 



du dudv 

dz d*z 
du dv* 

d*z 



= m 



= m 



du* 

d*z 
dv dudv ^ dv dudv 

dy d*y , dz_ d^ 
dv dv* """ dv dv* 



= m 



= n 



=8 n 



// 



n 



ff 



Dann folgt 



LN^ 



d*x d*x j^ d*y d*y j, d*z d*z 

d^*Fü*'*' dü*dV*'^dü*dv*~^ 

\dudv) ~ \dudvl ' \dudv) 



EG — F* 



9 
m 



ff 



n 



ff 



F, 



n 
F 
G 



M^ = - 



EG—F* 



h. 



m 



n 



m, 

E, 
F, 



n 

F 

G 



DifiFerentiirt man die Definitionsgleichungen für E, F, G nach u und v, 
so ergeben sich 6 Gleichungen, welche die 6 Grössen m, . . . n" be- 
stimmen. Es wird nämlich 

l^dE ff _dF^ idG 

2 dv' ^ ~ dv 2 du 



(4) 
(5) 



1 dE 

2 du ' 



m = 



dF 
du 



1 dE 

2 dv ' 



n = 



l^dG 
2 du 



ff 

n = 



l^dG 

2 dv 
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Bei der Entwickelung der eben aufgestellten Determinanten ^wa nach 
den Elementen der ersten Zeile) werden- demnach in LN'^ — Jf* alle 
Glieder bis auf eines, nämlich {g — Ä) (EG — F^j nur von Ej F, G 
und den Differentialquotienten dieser Grossen abhängig. Allein es 
kann auch g — h noch durch die Ableitungen der Fundamentalgrossen 
erster Ordnung ausgedrückt werden, wenn man die Existenz und zum 
Teil auch die Stetigkeit der dritten Differentialqubtienten von Xj y, z 
nach Uy v für irgendwelche Punkte der Fläche voraussetzt. Differen- 
tiirt man nämlich die erste Gleichung (2) nach v, die zweite Gleichung 
(2) nach u, ferner aus dem System (l) die zweite Gleichung nach v, 
die dritte nach u, so folgt 

r i_ "VT ex d^x dn 

' ^^ cv cuovcu cu 

j j^ "VT dx c^x cm' 

"• -^^ cu^cucv* dv 



9 + 



"VT dx c'^x cm" 

<^mi du cc^cu cu 



und hieraus bei Annahme der Stetigkeit der auftretenden dritten Ab- 
leitungen, in welchem Falle die Reihenfolge der Differentiationen gleich- 
giltig ist, 

n cn cm cm 

^ cv du cu cv 

Benutzt man noch die Werte (4, 5), so ergibt sich übereinstimmend 

^ ^^~ cudv 2 ~cv^ Y au*' 

und wenn die Entwickelung der vorher abgeleiteten Determinanten 
vollständig ausgeführt wird: 

(6) LN^M^=^^^-^^^ }^E[^ .- - 2 ^^ ^ + (^) J 

' Leu CV cv cu * cu cv cu cu cv dv-^ 

_i_ G rr^ ?^ _ 2 ^ ** ~ -4- C— 1*1 

"' Leu cu cv cu ' \cv/ J 

+2(£e-^(2|;i_s|-i;^). 

Da das Erümmungsmass K aus (6) durch Division mit EG — F^ er- 
halten wird, so hängt K nur von den Fundamentalgrossen erster Ord- 
nung und den ersten und zweiten Ableitungen dieser Grossen ab. 
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V 

Diese Thatsache soll als der Gauss' sehe Satz bezeichnet werden. 
Ihre geometrische Bedeutung ergibt sich in folgender Weise. 

Es sei ausser der gegebenen Fläche noch eine zweite angenommen, 
deren Cartesische Coordinaten |, i^, ^ als Functionen derselben Va- 
riablen Uy V gegeben sind wie x, y, 0, Es sei also 

t = K (w, v) . 

Die Fundamentalgrössen erster Ordnung und das Linienelement mögen 
für die zweite Fläche mit E^, F^, G^, ds^ bezeichnet sein, sodass 

ds^^ = E^dv? + 2 Firfwd«; + G^dv^. 

Angenommen nun, die Functionen /j, g^y \ seien so beschaffen, dass 
für alle Wertepaare (w, v) innerhalb des betrachteten Bereiches 

(7) E,=^E, F,=>F, G, = G, 

also auch 

ds^ = ds 

ist. Bezeichnet man dann als entsprechende Punkte der beiden Flächen 
diejenigen, welche durch dasselbe Wertepaar (w, v) gegeben werden, 
woraus der Begriff entsprechender Curven sofort folgt, so ergibt sich, 
dass die Längen entsprechender Curven auf beiden Flächen einander 
gleich sind, oder dass sich das eine Flächenstück ohne Dehnung oder 
Zusammenziehung auf das andere auflegen lässt. Man sagt alsdann, 
die beiden Flächen seien auf einander abwickelbar. Die für die Ab- 
wickelbarkeit hinreichenden Bedingungen (7) sind auch notwendig. 
Denn sollen irgend zwei entsprechende Curven gleiche Längen haben, 
so muss ds^ = ds sein, woraus, da u und v unabhängige Variable sind, 
wieder die Gleichungen (7) folgen. Aus diesen Resultaten ergibt sich 
als geometrischer Inhalt des Gauss'schen Satzes: 

Sind zwei Flächen auf einander abwickelbar, so hat das Krüm- 

mungsmass derselben in entsprechenden Punkten denselben Wert, 
oder auch: 

Bei der Biegung einer Fläche bleibt das Krümmungs- 

mass in jedem einzelnen Punkte ungeändert. 

Nimmt man an, dass die unabhängigen Variablen für beide Flächen 
verschieden sind, so seien 

(I) X = f{Uy v), y^g(u,v), = h(u, v) 

(II) S = /i i^\ ^ly V= 9i {^'j ^'); S = Äi («*', v) 

die -Darstellungen der Coordinaten. Sollen die Punkte der beiden 
Flächen in eindeutiger Beziehung stehen, so müssen die Wertepaare 
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(w, v) und (u\ v') einander eindeutig zugeordnet werden können; d. h. 
es gelten zwei functionale Beziehungen 

(8) u = g)(Uj v)j v' = ^ (u, v) 
oder 

(9) u = X (u\ v'), V = 1S (w'j v') 

[ef. § 5 (1, 2)]. Femer mögen E, F, O resp. j?/, F^, G; die Fun- 
damentalgrössen erster Ordnung für die Flächen (I) und (11) be- 
zeichnen. Um auch die zweite Fläche durch die Variablen w, v dar- 
zustellen > fuhren wir die Ausdrücke (8) in die Coordinaten |, ly, % ein, 

wodurch /^ (w', v') in /i(w, i?), ... übergehen möge. Endlich seien 
J5^i, jPj, (tj die aus ^, gf^; \ gebildeten Fundamentalgrössen der 
Fläche (II). Dann ist nach § 5 (6): 

(VS\ ' F = i; ' — — 4- F ' /^— £!L 4- ?^ ^^' \ 1 yj , dv' dv' 
^ ^ ^ , ^ du dv '^ ^ \du dv ' ^t* dv) ' ^ du dv 

l G^i = -El l^-^j +22^1-^-^ + 01 ^^j . 

Sind nun die beiden Flächen auf einander abwickelbar, so ist E^ = E, 
Fl = F, G^f^ G\ und umgekehrt. Demnach hat man als notwendige 
und hinreichende Bedingungen für die Abwickelbarkeit von (II) auf (I): 

(^^\ ' TP' ?^ ^^' 4- TT ' ( ^'^ ^p' I dv^ du \ , p , dv_ dv^ -p 

^ ^ ^ du "Wv ' ^ \du dv "•" du dv/ ' ^ du dv 

Sind die Darstellungen (I) und (II) gegeben, so sind E, F, G, 
E^j F^y Gl bekannt. Um alsdann über die Abwickelbarkeit der Flächen 
auf einander zu entscheiden, hat man zu untersuchen, ob zwei 
Functionen u\ v von u und v existiren, welche den drei Gleichungen, 
(11) genügen. Gibt es solche, so liefern ihre Ausdrücke: u = 9?(w, v), 
xi' = ^(m, ü), in (II) eingesetzt, die Werte %=fi {u, v), rj = g^ (m, v), 
g = Äj (w, v) und stellen damit fest, welche Punkte der beiden Flächen 
sich gegenseitig entsprechen. 

Handelt es sich darum, alle Flächen aufzusuchen, welche auf eine 
gegebene sich abwickeln lassen, so braucht man nicht auf die Glei- 
chungen (11) zu recurriren, da nichts hindert, die gesuchten Flächen 
durch dieselben Variablen dargestellt zu denken wie die ursprüngliche. 
Bezeichnen wieder E, F, G die Fundamentalgrössen erster Ordnung 
der ursprünglichen Fläche, also gegebene Functionen von u und v, 



\dJ ' \du) "*" \dJ "" ' du dv"^ dudv^ ^^' 
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SO liegt die Aufgabe vor, die Grössen x, y, als FuDctionen von u 
und V auf die allgemeinste Weise so zu bestimmen, dass die drei 
simultanen partiellen Differentialgleichungen 

dxdx , dydy , dzdz 7-, 

'"^ ' 0+ (!!)■+ (Er- e 

befriedigt werden. 

Wir gehen auf diese Aufgaben nicht weiter ein, leiten dagegen 
jetzt die Gleichung (6) noch nach einer anderen Methode ab, welche 
ihren eigentlichen Grund deutlicher erkennen lässt. Dieselbe wird zu- 
gleich zwei weitere Relationen unter den Fundamentalgrössen liefern. 

Eine übersichtlichere Darstellung der Gauss'schen Relation (6) 
wird im § 67 gegeben werden. 



§28. 

Die eben bezeichnete Methode besteht einfach darin, aus den 
Gleichungen 

d^x _ d^x d^x ^ d^x 

du^ dv dvdu^' dudv^ dV^du 

und den entsprechenden für y und alle diejenigen Folgerungen ab- 
zuleiten, welche hinsichtlich der Fundamentalgrössen möglich sind. 
Zu diesem Zweck wollen wir zunächst Ausdrücke für die zweiten Ab- 
leitungen durch die ersten und die Fundamentalgrössen finden, was 
vermöge der Gleichungen § 9 (6), § 27 (1, 2, 4, 5) möglich ist. Diese 



Gleichungen sind, insofern sie sich auf ^ 



(1) 



X 



d^x 



d'y 



d^x d^y d^z 



beziehen: 



+ ^ ?^i 'i' ^ ^z~^ — L 



du 



du' 



dxd^x.dyd^yj,dz d^ z 

du du^ ' du du^ *" du du^ 

dx d^x . dy d^y j_ dz d^ z 



dv du 
Die Determinante der linken Seiten ist 

XÄ + YB + ZC = ^' + ^±f 

und der Zähler des Ausdruckes für 0— «•* 

du^ 

L Y Z 



= yEG-F\ 



m 



n 



dy dz 

du du 

dy dz 

dv dv 



LA + m(^Z-l^Y)-\-n(^Y-l^z)- 
' \dv dv / ^ \ou du / 
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Nun war [§ 11 (7, 8)] 

du 

dz 



Y-p-Z 
du 



yjEG 



V öv 



YEG 



^ F^\ du ^ dv) 

— jp^ \ du ^ cv)^ 



mithin wird nach Division mit YEG — F^i 

(2) 
worin 

(3) 



d^X r xr I T ^^ \ T ^^ 

—i = LiA. "t- «/i öi: + e/g ÖT , 



du 



du 



j; = 



Gm — Fn 



EG— F*' 



dv 

j En — Ftn 

« "^ EG - F* 



(2a) 
(2b) 



LZ -f- «/t ö~ "|~ «/« ö~ ' 

' ^ du * ^ dv 



d^v d^ 2 
gesetzt ist. Die Grössen ^ , ^ ergeben sich aus (2) durch cyklische 

Permutation von x, y, 0, wobei die Fundamentalgrössen , also auch m 
und fiy mithin schliesslich J'^ und J2 ungeändert bleiben. 

Demnach wird 

d^y _ j -y. y ^y i j dy 

du^^ 

Zur Bestimmung der übrigen zweiten Ableitungen genügt es eben- 
falls, in den gefundenen Werten einige einfache Vertauschungen vor- 
zunehmen. Setzt man nämlich die Gleichungen für 0—^ , . . . resp. 

■K-i ; . . . an, so werden die Coefßcienten dieser Unbekannten dieselben 

wie in den Gleichungen (1); die rechten Seiten L, m, n dagegen sind 
durch Mf m', n resp. N, m\ vi' zu ersetzen. Man erhält daher aus 
(2, 2a, 2b): 

^^ = MX + j-/ 1^ + j; l^ 

oudv ' ^ du ^ ^ dv 



(4) 



ouöv ' ^ du ^ ^ dv 



(5) 



d^z 

dudv 

id^ 

dv^ 

d^ 

dv 

dU 



= NX + J, 



du 
ff dx 



^^NY+jr^. + j^'^-^ 



du^"^^ 

dy 
du 



dv' 
ff dx 

dv 



dv 



= NZ + J-^^ + j;'^-^ 



für 

(6) 

(7) 






dv^ 

Gm — Fn 
EG— F^ ' 
Gm" — Fn" 



du 



J.' = 



ff 



dv 
En' — Fm' 



EG 
En" 



Fm: 



tt 



EG — F- 



EG— F^ 
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Nunmehr identificiren wir die beiden Werte von 



d^x 



du^dv 



y welche sich 



herausstellen^ wenn man die Gleichung (2) nach v, die erste Gleichung 
(4) nach u dififerentiirt. Dann ergibt sich: 

3X d^x c^x l dX ,d^x f d^x \ 

^u •" Ott du '^ dv du \ dv"^ du dv '^ dv dv) 

Hier ist die rechte Seite eine homogene lineare Function von 

d X d X 

2^» ö— > ö— > deren Goefßcienten, ebenso wie die in den bisher betrach- 

' du' dv ' ' 

teten Ausdrücken^ nur von den Fundamentalgrössen abhängen. Die 
linke Seite lässt sich in eine Function derselben Art verwandeln, wenn 

man für 0-1, ö— ö-> ^— « wieder ihre Werte aus (2, 4, 5) einführt und 
du^' dudv' dv^ v ; ; / 

ferner -0— , ^— nach § 11 (10) durch homogene lineare Functionen 

d X d X 

von X— und ^ ersetzt. Nach Ausführung dieser Operationen nimmt 

die Gleichung (8) die Form an 

" ' ^tt ' dv 
Bevorzugt man in der ganzen Rechnung y oder 0, so kommt 

Pr+p|^ + p' 1^ = 



dz 



, dz 



PoZ+PH + P'~=0. 



du 



dv 



Diese drei Gleichungen betrachten wir als homogen und linear in F^ 
P und P\ Die Determinante 



X 
Y 
Z 



dx dx 

du dv 

d_y dy 

du dv 

dz dz 



= YEG - F^ 



du dv 
ist von Null verschieden; mithin müssen die Gleichungen 

(9) -Po = 0, P = 0, P' = 

gelten, in welchen noch für die P ihre Werte als Functionen der 
Fundamentalgrössen zu setzen sind. Die Durchführung der oben an- 
gedeuteten Rechnung liefert, mit Hilfe von § 11 (13): 

(10) 



Po = (J^-J,')M+J,N-J,'L+l^-^^ 



dv 



du 
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(11) 

(12) 



a»x 



P = j/v, - J/ J,' + ^ - ^ + J (ijsr- M^) 

Jr = J^J^ — «^ 1 «^ 2 "f" «^2«^ — *'2 
Vertauscht man jetzt u mit v^ d. h. bildet man die Werte 



^ — ^-g, ... aus (3) und (4), so erhält man 

und zwei analoge Gleichungen ^ aus welchen eine zweite Reihe von 
Relationen: 

(13) Öo-O, (? = 0, Ö' = 
folgt. Dabei ist 

(14) «2„=(J/'_J/)M + J,"i-j;iV+|?;-|f 

(15) Q = j/j," - j^'j^ + j^j;' - j,'* 



+ 



dl« 



-^^-^(Li^-Jlf^) 



(16) (j[ = j;'j, 



2 



^i'«^; + ^' - IJ^ + S (i^ - ^')' 



Es bestehen also zunächst sechs Gleichungen unter den Funda- 
mentalgrössen, welche in zwei Gruppen zerfallen. Die erste Gruppe: 
^0 = ^j Co "=" ^y enthält die Differentialquotienten der Fundamental- 
grössen zweiter Ordnung, die andere Gruppe nur diese Grössen selbst, 
und zwar, da «^i, . . . J^' nur von E, F, G abhängen, jedesmal blos in 
der Verbindung LN — M^, Um mit den Formeln weitere Verein- 
fachungen vornehmen zu können, ist es nötig, die Beziehungen zwischen 
den Grössen e/^ . . . J^' und den Fundamentalgrössen erster Ordnung 
genauer zu untersuchen. Man erhält nach (3, 6, 7), combinirt mit 
§27(4,5): 



(17) 



2 ^ du ^ aw "r" 2 ^ ^ 



du 

* du 2 dv 






-^F 



dv 

dE 

du 



^ 2 dv 2 du 

T'J,' =^JE 1^ _ i- i?" 1^ 
^ 2 du 2 dv 



TV/'=G^-4 



du 2 



und umgekehrt: 



2 2 dv dv * 2 



dG 

dv 

dG 

du^ 



(18) 
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'|f = 2m = 2(£Ji + l^J,), || = 2«.' = 2(^J-/ + i^J,') 
II =2n'=2(FJ,' + GJ^), ^^ = 2n" = 2{FJ: + GJ,") 
^^ = m + n = FJ, + GJ^ + EJ,' + FJ^' 



du 

^ 11"= m" + n' = FJ,' + GJ,' + FJ," + FJ," , 
(19) T du '^ '^^ ~^ '^^' ' r "F» °°° '^i' "l" ''«"' 

aus welchen Gleichungen sich noch folgern lässt: 

djEJ, + FJ,) _ d{EJ,' + FJ,') ^ Q 
dv du 



(20) 



d(FJ,' +GJ,') _ d{FJ,"+GJ^') _ Q 
dv du 

djFJj + Ö^J, + EJ,' + F J^') __ djFJ^' + Gj; + .E/^" + Fj;') ^ Q 

dv du 

dv du 

Subtrahirt man nun die Gleichung Q' = von P = , um 
LN — M* zu eliminiren^ so bleibt nach der letzten Relation (20) eine 
Identität, d. h. Q' = ist von P = abhängig. Bildet man ferner, 
unter der Voraussetzung P ^ , 

PP+PP'=0, FQ + GQ' = 0, 

so findet man durch eine leichte Rechnung, bei welcher zweckmässig 
die beiden ersten Formeln (20) benutzt werden, dass auch diese Glei- 
chungen identisch erfüllt sind. Die sechs Relationen unter den Funda- 
mentalgrossen reduciren sich demnach auf drei: 

■Po-'O, <2o = 0, P = 0, 

welche, wie leicht zu sehen, nicht mehr von einander abhängig sind. 
Sie sollen als die Fundamentalgleichungen bezeichnet werden. 
Nimmt man an Stelle von P == 

PP+GP'=0 oder EQ + FQ'=0, 

so erhält man die Gauss'sche Relation [§ 27 (6)] wieder. Die beiden 
anderen finden meist in den aus (10) und (14) hervorgehenden Formen 

(21) |^ + J,M + J-,JV-(|f + J-/i + J,'M) = 

(22) ^^^j^"l + J:'M- (^^f +^7-/Jf + J,'n) = 

Anwendung. Dass sie bei einer Vertauschung von u und v in einan- 
der übergehen, wird leicht bestätigt. Denn bei dieser Veränderung 
vertauschen sich die beiden Grossenreihen: 

Knoblanch, Flächentheorie. 6 
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E 


F m 


m' 


am" 


Jx 


Jt 


Jx" 


L 


M 


G 


F n" 


n' 


n 


J." 


J.' 


J. 


N 


M. 



Vollständig entwickelt geben die Gleichungen (20, 21): 

' \ du 2 dv 2 du/ ' 

(24) T* (^f- l^) + 1n(f'^-E f) 

^ ^ \du cv/ '2 \ cv du/ 

+ M(^E'^-iGf+F'^-Ff) 

' \2 ov 2 dv * du dv/ 

+ L(G'-^-iG'-^-iF'-^)=^0. 
• \ dv 2 du 2 dv/ 

Dass die vorher angewandten Schlüsse über die Abhängigkeit der 
vier Gleichungen der zweiten Gruppe auch für F = giitig bleiben, 
ergibt sich sofort, wenn man in (11, 12, 15, 16) F=0 substituirt. 
Die Gleichungen P=0, Q' = werden dann identisch erfüllt, und 
P' = 0, Q = liefern übereinstimmend die entsprechend modificirte 
Gauss^sche Relation. 

Es ist von Wichtigkeit, namentlich für die Theorie der Abwicke- 
lung, dass einem gegebenen System von Fundamentalgrossen E, F, Gj 
L, M, Nj welches den Fundamentalgleichungen genügt, im Allgemeinen 
eine und nur eine Fläche entspricht. Doch würde die Entwickelung 
des Beweises für diese Thatsache, welche im Folgenden nicht gebraucht 
wird, hier zu weit führen. 

§29. 

Durch die, in der Theorie der Flächenkrümmung auftretenden 

^"CT d^x 
Ausdrücke >^ -^g"^ ®*®- ^^^ ^^^ darauf geführt, analoge Verbin- 
dungen auch dann zu bilden, wenn man zu Ableitungen höherer Ord- 
nung der Coordinaten fortgeht. Es werde also angesetzt: 

d^x . ^-r d^v , r. d^z 



(1) 



X 
X 
X 
X 



du^ 

d^x 
du^dv 

d^x 
dudv* 

d^x 
~dv^ 



' cu^ ' 






d'y 


dii^dv 


d'y 


'öudv'' 


8'y 



+ z 

+ z 



du^ 


d^z 


du^dv 


d^z 


dudv^ 


d^z 



= b 



= c 



= d. 
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Die durch diese Gleichungen definirten Grossen lassen sich ohne Wei- 
teres durch die Fundamentalgrössen und deren Ableitungen ausdrücken; 
doch gibt die Einführung speciell von b und c ein Mittel ab, zu der 
zweiten und dritten Fundamentalgleichung auf einem einfacheren Wege 
zu gelangen als im § 28. 

Diflferentiirt man nämlich die Definitionsgleichungen der Funda- 
mentalgrössen zweiter Ordnung: 



nach u und v^ so ergibt sich: 



dudv 



^ 



dv' 



(2) 



a 



b = 



^ du du" ' 



du 

dM 
du 



h = ^— yr ax a*^a; 

dv j^ dv du^ ' 



__dN 
^ ~ du 



^dx d^x_ 
^mj du ducv 

'spdx d^ 

^ du dv'^' 

dx 






dM 
dv 



dv 



^ dx d^ 

^J dv dudv' 

^ dx d^ 

^ dv dv''' 



oder, wenn man für ^, . . . die Ausdrücke § 11 (10) einsetzt und die 
Gleichungen § 27 (1, 2) benutzt: 



(3) 



a=|^ — ^.iCiym + a-w) 



* = a i; ~ r^ ("^ *^ + ^ **) = du "" T' (^^ + ^^ ) 



Die beiden Werte von 6 und c liefern nun die Relationen: 

dM 

(4) 



T* V« - ('?'»» + *'-) = ^* lu - ('»»»' + ^" ) 

Nach § 11 (9), § 28 (3, 6, 7) kann man setzen 

(5) 5f^ = _ (LJ, + MJ,), 5J!L + £lL = _ ^MJ, + NJ,), 

etc., und die beiden letzten Gleichungen gehen alsdann in der That 
in die Formeln § 28 (21, 22) über. 



§30. 

Die bisherigen Untersuchungen beruhten auf der Annahme, dass 
die rechtwinkligen Cartesischen Coordinaten x^ j/, z der Flächenpunkte 
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als Functionen von u und v gegeben seien« Es sollen jetzt die Haupt- 
formeln der Krümmungstheorie auch für Ebenen- oder Tangential- 
coordinaten aufgestellt werden. Dabei ist zunächst festzusetzen, welche 
Grössen man als Bestimmungselemente der Tangentialebenen einer 
Fläche betrachten will. In der Theorie der algebraischen Flächen 
empfiehlt es sich, die drei negativen reciproken Abschnitte der Ebene 
auf den Coordinatenaxen durch eine Gleichung verbunden zu denken; 
hier sollen, der Gauss' sehen Anschauungsweise entsprechend, der Ab- 
stand W des Coordinatenanfangspunkts von der Tangentialebene und 
die drei Richtungscosinus von W, d. h. die Bichtungscosinus der Nor- 
male, als bekannte Functionen von u und v, mit stetigen Ableitun- 
gen erster und zweiter Ordnung, angesehen werden. Die Relation 
27X^=1 ist dabei immer hinzuzunehmen. — Die Coefficienten @, 
5, ® der DiflFerentialform dö^ sind hier bekannte Functionen von u 
und V. 

Man hat * 



(1) 



W^^Xx, 



und erhält durch Differentiation dieses Ausdruckes: 



(2) 



du j^Lu du 



dv ^^ dv 



Hieraus ergeben sich durch Auflosung nach x^ y, z die Werte: 



(3) 



■ x= WX — 
z = WZ - 



1 dW 

B% du 

1 dW 



(ydZ r^dY\ 1 dW/ydZ dY\ 

\ dv ^ dv)'^ B% cv \ du ^ du) 
(z ^ —X^ + — — (z ——X^-] 

£% du \ dv dv/* 8% dv \ du du) 



B% du \^ dv ^ dvl"^ -^ 



dW /^dY 

£% dv \ du 



^ duh 



in welchen nach § 25 (18, 6) daiS Vorzeichen s dem des Krümmungs- 
masses entsprechend zu wählen ist. Doch kann man die Formeln 
durch Hinzunahme von § 25 (27, 28) von diesem Zeichen befreien. 
Die Ausdrücke werden dann: 



(4) 



x=WX+^,[& 



dWdX 
du du 

dWdY 
du du 

dWdz 

du du 



^\du dv'^ dv du/~^^dv dvJ 
^\du dv ' dv du/*' dv dvJ 
^\du dv "^ dv du/* dv dvJ^ 



und hätten in dieser Form auch mit Hilfe der Gleichungen § 25 (19, 20) 
gefunden werden können. 
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Um die Grössen L , M, N zu bestimmen , diflferentiiren wir (2) 
noch einmal nach u und v und erhalten: 



(5) 



z, = 2^ 






du" ' 



M = ^x 



d^x 






dudv 






Die zweiten Ableitungen von X lassen sieh nach § 28 (2, 4, 5) als 

homogene lineare Functionen von X, ^— und -^ - ausdrücken. Denn 

die a. a. 0. aufgestellten Gleichungen gelten für jede Fläche, also auch 
für die Gauss^sche Kugel, bei welcher eben die Grössen a?, y, durch 
X, T, Z zu ersetzen sind. Berücksichtigt man von vornherein die 
Gleichungen § 25 (6), so erhält man 



(6) 



d *x 

dudv 





@X + 3.|f4-3. ^ 



du 

rdx 



= — %X + 3/ ö;- + 3 



^«x 



du 



-®x+3r|f + 3. 



, dx 

.,ax 

dv • 



und analoge Ausdrücke für -5— 5 , 7^-^ etc. Hierin sind die Grössen 

° du^ ' du^ 

Si . . . 32" genau in derselben Weise aus @, 5; ® gebildet, wie J^ . . . Jg' 
aus i?, jF, (t. Die Substitution von (6) in (5) liefert die Resultate: 

_ d^W 

dv 



(7) 






dW,^ dW 

1 O» ~flZ 



du 



-5T^+S,'|? + S,'|?^- 



dt« 



dv 



2^= _ ® TT+Srl? +3/'^^ 



dt* 



6?«^ 



dt«* 

dudv 

dnv 

dv 



2 > 



und diese würden, mit § 25 (9—15) combinirt, die gesuchten Funda- 
mentalformeln der Erümmungstheorie ergeben. Wir schreiben nur die 
Summe der Hauptkrümmungsradien auf, welche nach § 25 (13) wird: 



^8) P. + 9. = - 2 TF + ^ 1^ (@3i - 2gS/ + ©3/') 

+ ^|^(®3.-2g3.' + ®3/') 

Dieser Ausdruck lässt eine elegante Transformation zu. Aus § 28 (18) 
folgt nämlich, wenn E, F, O mit 6,5,®, die J mit den 3 ver- 
tauscht werden: 
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(9) 



'd^ d- 

i-^--ä? = i(®2^-253; + es/'), 



mithin : 



(10) p. + p3 = _2Tr-4 



% 



du ^^ i_ ^ ^^ ^w 



§31. 

Man kann zur Theorie der Krümmung einer Curve dadurch ge- 
langen^ dass man nach der einfachsten Linie fragt, welche die Curve 
in einem gegebenen Punkte A berührt. Diese Linie ist, wenn von der 
Tangente in A abgesehen wird, der Krümmungskreis, also eine spcr 
cielle Curve zweiten Grades, welche mit der gegebenen eine Berühruug 
zweiter Ordnung hat. Will man eine derartige Untersuchung auf 
Flächen ausdehnen, so könnte man versucht sein, eine Kugel zu be- 
stimmen, welche die gegebene Fläche in dem gegebenen Punkte oscu- 
lirt. Die folgende Rechnung lehrt jedoch, dass eine solche Kugel nur 
für specielle Punkte existiren kann. 

Wir definiren zunächst den Ausdruck: zwei Flächen haben in 
einem gegebenen Punkte eine Berührung von einer bestimmten Ord- 
nung. Damit überhaupt eine Berührung in A stattfinde, ist erforder- 
lich, dass die Tangentialebenen beider Flächen für diesen Punkt über- 
einstimmen. Jede durch die Normale hindurchgehende Ebene schneidet 
alsdann die Flächen in zwei entsprechenden Normalschnitten, welche 
einander ebenfalls berühren. Angenommen nun, die Ordnung dieser 
Berührung sei mindestens gleich w, welches auch die Lage der Schnitt- 
ebene sei, und es sei mindestens eine solche Ebene vorhanden, für 
welche jene Ordnungszahl gleich (nicht grösser als) n ist, so sagen 
wir, die Ordnung der Berührung der Flächen sei ebenfalls = n. Um 
die Bedingungen zu finden, welche für eine Berührung n*®' Ordnung 
erfüllt sein müssen, nehmen wir die (a;j/)- Ebene des rechtwinkligen 
Coordinatensystems, auf welches die Flächen bezogen werden, parallel 
der gemeinsamen Tangentialebene, also die ;s^-Axe parallel der Normale 
an. X, y, seien die Coordinaten von A] x -{- dx, y -}- dy die beiden 
ersten Coordinaten zweier dem A unendlich nahen Punkte A'^ S der 
beiden Flächen, für welche die ;8?- Coordinaten mit ^j, js/ bezeichnet 
sind. Setzt man für ^j, z^ die Entwickelbarkeit nach der Taylor'schen 
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Reihe bis zu den Gliedern n^' Ordnung hin voraus und bezeichnet das 
Restglied mit i2n+i; so folgt 

(1) z^ = z '\'pdx + qdy 

+ Y {rdx" + 2sdxdy + tdy^) + • • • + i?n+i, 

und ähnlich für die zweite Fläche 
z^ = z -\- pdx + qdy 

+ Y {rdx^ + 2s'dxdy + t'dy") + • • • + B;+i . 

Gehören die beiden Punkte A\ B' einem Normalschnitt an, welcher 
mit der (ii;;?)-Ebene den Winkel ^ bildet, so ist noch 

zu setzen. Soll nun z^ — z{ eine unendlich kleine Grösse {n + 1)*®' 
Ordnung sein (für dx als unendlich Kleines erster Ordnung), so hat 
man erstens, wie bereits angenommen , 

femer müssen in den beiden Ausdrücken die Aggregate übereinstim- 
meu, welche gleiche Potenzen von dx enthalten. 
Dies gibt die n Gleichungen: 

p +qk=p + qk 
r + 2s k + t'k^ ^r + 2sk + tk^ 



und da diese für alle Werte von k gelten sollen, so erhält man als 
notwendig und hinreichend für eine Berührung n*®' Ordnung die üeber- 
einstimmung der partiellen Ableitungen 



und ^^^ (" « + i3 = Ä \ 



für das Wertsystem {xy)j welches den Punkt A liefert. Soll die Be- 
rührung die w*® Ordnung nicht übersteigen, so dürfen ausserdem nicht 
sämmtliche Ableitungen der n + 1*®° Ordnung von z und z^ falls 
diese existiren, paarweise einander gleich sein, unwesentlich ist in 
der eben durchgeführten Rechnung, dass für das specielle Coordinaten- 
system p und q den Wert Null haben. 

Die Anzahl der gefundenen Bedingungen ist 

1 4- 2 + 3 + • • • + (n + 1) = ^** + ' V*" "^ '^ °= " • 

Soll nun eine Fläche w*®' Ordnung bestimmt werden können, welche 
eine gegebene Fläche in einem willkürlichen Punkte in der w*®^ Ord- 



m 

m 
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nung berührt, so muss, wenn m die Anzahl der verfügbaren Con- 
stanten in der Gleichung der liinzugenommenen Fläche bezeichnet, 

n ^m 

sein. Die Anzahl der Glieder einer vollständigen ganzen Function 

*®^ Grades von drei Variablen ist aber gleich ( T )> mithin 

da die Gleichung durch eine Constante dividirt werden kann. Diese 
Zahl erniedrigt sich, wenn specielle Formen der Fläche m*®' Ordnung 
vorausgesetzt werden. 

So enthält die allgemeine Fläche 2. Grades 

(2) Ax^ + By^ + Cz^ + 2Dyz + 2Esx + 2Fxy 

+ 2Gx + 2Hy + 2Kz + i = 
neun willkürliche Constanten, die Kugel 

(05' - 1)^ + (y' - nf + (/ - e)' = ii^ 

nur deren vier. Hieraus folgt, dass unendlich viele Kugeln existiren, 
welche eine Berührung erster Ordnung mit einer Fläche haben, denn 
eine Constante bleibt vermöge der drei Bedingungen willkürlich. Soll 
dagegen eine Berührung zweiter Ordnung stattfinden, welche die Glei- 
chungen 

y — ^ + 2(^ — S) = o 

l + (^-£)r+p^=0 

i + (^-0^ + g' = o 

nach sich zieht, so ist dies nur dadurch möglich, dass unter x^y^ z 
selbst Relationen existiren. Die Elimination von z — J aus den drei 
letzten Gleichungen gibt 



s 



d. h. [§ 16 (10)] nur für die Nabelpunkte kann eine osculirende Kugel 
vorhanden sein. Dieser umstand begründet den Ausdruck, eine Fläche 
sei in einem Nabelpunkte sphärisch gekrümmt. 

Soll eine allgemeine Fläche 2. Grades bestimmt werden, welche 
eine gegebene Fläche in der 2. Ordnung berührt, so ist die Lösung 
dieser Aufgabe auf unendlich viele Arten möglich, da drei Constanten 
willkürlich bleiben. Dagegen reichen die Constanten nicht aus, um 
die Berührung bis zur dritten Ordnung zu erheben, denn diese würde 
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10 Bedingungen liefern. Eine Berührung dritter Ordnung zwischen 
einer Fläche 2. Grades und einer beliebigen Fläche kann also nicht in 
beliebigen Punkten stattfinden. Behält man die Voraussetzung bei, 
dass der Berührungspunkt beliebig sei, so kann man die erstgenannte 
Aufgabe dadurch zu einer bestimmten machen, dass man die Fläche 
2. Grades specialisirt und ausserdem den Punkt dieser Fläche, in wel- 
chem die Berührung statthaben soll, besonderen Bedingungen unter- 
wirft. So liefert die Forderung, dass die osculirende Fläche eine Bota- 
tionsfläche sei, zwei Gleichungen unter den drei noch verfügbaren 
Constanten; eine dritte tritt hinzu, wenn man vorschreibt, dass der 
Berührungspunkt dem Aequator der Rotationsfläche (welche wir als 
EUipsoid oder Hyperboloid voraussetzen) angehören soll. Zwei Be- 
dingungen würden hinzutreten, wenn ein Scheitel der Rotationsfläche 
als Berührungspunkt vorgeschrieben ist; eine leichte Untersuchung 
lehrt, dass die gesammten alsdann vorhandenen Bedingungen nur für 
die Ejreispunkte statthaben können. 

Wichtiger als diese Rotationsflächen sind die osculirenden 
Paraboloide, weil deren Existenz nichts anderes ist als der geome- 
trische Ausdruck für die Annahme, dass z^ sich nach der Taylor'schen 
Reihe entwickeln lässt. Dass Paraboloide existiren müssen, welche in 
ihrem Scheitelpunkt mit einer gegebenen Fläche in einem beliebigen 
Punkte eine Berührung 2. Ordnung haben, ersieht man leicht folgender- 
massen. Damit die Fläche (2) ein Paraboloid sei, muss die Gleichung 

Ä F E 

F B D =0 

E D C 

bestehen. Ferner werden die Coordinaten S> ^» S des Scheitels 8 be- 
stimmte Functionen der Constanten A^ B, . , . Soll nun S mit Ä zu- 
sammenfallen, so treten die Gleichungen 

hinzu, von denen die letzte bereits unter den früheren Bedingungen 
vorkommt. Man hat also im Ganzen 9 Bedingungen unter 9 Con- 
stanten, wodurch im Allgemeinen die Fläche 2. Grades bestimmt wird. 
Specialisirt man nun das vorher angenommene Coordinatensystem 
noch weiter, indem man die Tangentialebene mit der (rcy)-Ebene, die 
x- und y-Axe mit den Haupttangenten im Coordinatenanfangspunkt A 
zusammenfallen lässt, setzt femer 

dx = Xi, dy = y^, 
so geht nach § 16 die Gleichung (1) über in 
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'.-i^;'-+i:) +-!>>■ 



welche besagt , dass das Paraboloid 

(3) ' 20, = "^ -\-^, 

dessen Scheitel der Punkt Ä ist, in diesem Punkte die gegebene Fläche 
in der 2. Ordnung berührt. Je nachdem das Krümmungsmass — 

in Ä positiv oder negativ ist, wird das Paraboloid ein elliptisches oder 
ein hyperbolisches. Der Schnitt des Paraboloids mit der Ebene 0^ = 
liefert den Dupin'schen Kegelschnitt [§ 20 (1)]. 

Kehren wir zu der allgemeinen Aufgabe zurück. Die Losung der- 
selben wäre von besonderem Interesse, wenn es gelänge, sämmtliche 
m Constanten der Fläche m^^ Grades ohne Annahme einer speciellen 
Gestalt dieser Fläche allein dadurch zu bestimmen, dass sie die ge- 
gebene in einem willkürlichen Punkte von einer bestimmten Ordnung 
berühren soll. Die ganzen Zahlen m und n müssen dann durch die 
Gleichung 

/. X (m + 1) {m +2) {m + 3) _ (n -f 1) (n + 2) 

^^^ 6 ^ ~ 2 

verbunden sein. Ihre Bestimmung führt also auf eine zahlentheoretische 
Aufgabe, für deren Lösung keine allgemeinen Methoden existiren. Die 
kleinsten Wertepaare, welche der Gleichung genügen, sind, abgesehen 
von m = 1, n = 1: 

m = 5, w = 9; m==20, w = 58. 

Demnach gibt es in einem willkürlichen Punkte einer Fläche osculirende 
Flächen 5. und 20. Grades. Neuere Untersuchungen haben gezeigt, 
dass zwischen 21 und 675 keine Werte von m liegen können. Es sind 
daher einfache, d. h. geometrisch interessante Resultate auf Grund der 
Gleichung (4) nicht zu erwarten. 

§ 32. 

Im vorigen Paragraphen ist bewiesen worden, dass eine ganze 
Schaar von Kugeln existirt, welche in einem gegebenen Punkte einer 
Fläche mit dieser eine Berührung erster Ordnung haben. Sämmtliche 
Kugeln haben ihre Mittelpunkte auf der Normale; der Kugelradius, 
also der Abstand des Mittelpunktes von dem gegebenen Punkte, bleibt 
willkürlich. Man kann nun den Radius durch Hinzunahme der Be- 
dingung bestimmen, dass die Kugel die Fläche nach einer beliebigen 
Richtung in der zweiten Ordnung berühren soll. In der That haben 
dann der durch die Richtung bestimmte Normalschnitt und der zu- 
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gehörige Hauptkreis der Kugel eine Berührung zweiter Ordnung, d. h. 
der Kreis ist Krümmungskreis des NormalsclinittSy und die Kugel ent- 
steht durch Rotation des Krümmungskreises um die Normale. Dem- 
nach ipuss auch das Problem, den Radius der in der angegebenen 
Weise definirten Kugel zu einem Maximum oder Minimum zu machen, 
wieder zu den Hauptkrümmungsradien führen. 

Es ist hier der Ort, noch eine besondere algebraische Fläche zu 
erwähnen, welche eine gegebene in einem vorgeschriebenen Punkte 
nach allen Richtungen in der zweiten Ordnung berührt. Sie ist der 
geometrische Ort sämmtlicher Krümmuugskreise der Normalschnitte, 
welche durch den gegebenen Punkt gelegt werden können. Die Glei- 
chungen eines solchen Krümmungskreises sind: 

(1) (^'_|)* + (y'_^)2 + (/_g)2_^2^ 

X — X y — y z — z 

(2) X F Z =0. 

dx dy dz 

Denn die erste stellt, wenn |, ri, f, q die Bedeutungen des § 10 haben, 
die vorher bestimmte Kugel dar, welche den Krümmungskreis zum 
Hauptkreis hat, und die zweite gibt die Ebene an, welche durch die 
Normale des Punktes {xyz) und den unendlich nahen Punkt {x + dx, 
y ~l" ^Vf ^ + ^^) hindurchgeht Nun ist nach § 10 zu setzen: 

^ = x + qX, ri = y + QY, t = z + QZ, 
mithin wird die Gleichung (1): 

2]{x - a; - QXy = p^ 
oder 

2J{x - xf — 2qZX{x — rc) = 0, 

oder endlich , wenn q als Function von j- = ^ dargestellt wird 
[§ 9 (9)] : 

(3) ^(.--.)--2 f+,^^'; + g g^X(.--.)==Q. 

Dividirt man die Gleichung (2) durch du, führt ebenfalls das Ver- 
hältnis A ein, durch welches ein bestimmter Normalschnitt fixirt wird, 
und entwickelt die Determinante nach den Elementen der ersten Zeile, 
so folgt mit Berücksichtigung der Gleichungen § 11 (7, 8): 

(4) 2(.'-.)(_i<^|-; + ^||) 

Um die gesuchte Relation zu erhalten, welche für alle Punkte {x y' z) 
sämmtlicher Krümmungskreise gilt, hat man k aus (3) und (4) zu 
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eliminiren. An dem Grade der Resultante in x\ y\ z' erkennt man, 
dass die gesuchte Fläche eine specielle Fläche 4. Grades ist. 

Um die Fläche discutiren zu können, was jedoch hier nicht ge- 
schehen soll, reicht es aus, ihre Gleichung für das specielle Coor4inat^n- 
sjstem herzustellen, in welchem die (rry) -Ebene mit der Tangential- 
ebene, die beiden anderen Ebenen mit den Hauptnormalebenen 
zusammenfallen. Nach § 16 wird dann JE?=1, i^=0, 6r = l, 

i = r= -^ , Jlf==0, N=i=^-^ Z=0, r=0, Z=l, und 

von den partiellen Ableitungen der Coordinaten bleiben nur 

ex ^ ^J/ ,^ J 

übrig. Die Gleichungen (3, 4) gehen also über in 

(^) (^ + i ^') '^^" + y' + '^ - 2(1 + ^'v = 

(6) y'-Aa;' = 0, 
und die Gleichung der Fläche wird: 

(7) (^' + ^;) (-^'^ + y' + ^'^) ~ 2 (^'^ + 2/'0 ^' = . 

§ 33. 

In jedem Punkte einer Fläche existirt mindestens ein Normal- 
schnitt, welcher von dem zugehörigen Erümmungskreise in der dritten 
Ordnung berührt wird, oder, in der Ausdrucksweise der DiiBferential- 
rechnung, mit diesem vier aufeinanderfolgende Punkte gemein hat 
Zu diesen Normalschnitten, deren Untersuchung die Einführung der 
Differentialquotienten dritter Ordnung der Coordinaten nötig macht, 
gelangt man auf folgende Weise. 

Es sei 9 der Krümmungshalbmesser eines durch das Verhältnis 

^ = 3— charakterisirten Normalschnitts im Punkte 4 ^ (m, v), also 
nach § 9 (9): 

^ "" Ldu' + 2Mdu dv -jrA'dt?* ' 

Für den Punkt jB e=e (m -{- dw, v + dv) sei ^ -f- d() der Krümmungs- 
radius ebendesselben Schnittes. Soll der Krümmungskreis in B der- 
selbe sein wie in JL, so muss d^ = oder d — = gesetzt werden. 

V 

Nun ist für 

ds ^ ^ da 



du YJ ^ TT. 



1-^LIP + 2MÜV+ NV\ 

Q 
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mithin die Bedinguiigsgleichung für die aufgestellte Forderung: 

(1) ü^dL + 2UVdM-\- V^dN 

-\-2[LUdU-\-M(Udr-\- Vdü) + NVdV] = 
Hierin ist 

(2) dL^^^du + %^~ dv = (1^ V + y^v) ds, etc. 
^ ^ du ^ dv \du * cv / ' 

und die DijQFerentiale dTJ\ dV sind aus den für U und V gelfenden 
Gleichungen 

^ ^ ds du ds • dv ds du * dv ^ 

durch Diflferentiation zu berechnen. Die linken Seiten von (3) sind 
die Bichtungscosinus der von A nach B gerichteten Tangente der 

Fläche, und ihre Differentiale d ^- etc. die Incremente dieser Rich- 
' ds 

tungscosinus beim üebergange von AB zu einer benachbarten Tan- 
gente BC. Dabei ist für unseren Fall zu beachten, dass C, ebenso 
wie B, dem vorher fixirten Normalschnitt angehört; und dass es daher 
möglich sein muss, die genannten Differentiale, wenigstens ihren Ver- 
hältnissen nach, durch Grössen auszudrücken, welche nur von A und 
A abhängen. , 

Nun sind nach den Frenet'schen Formeln für eine beliebige Curve 

d X dii dz 

die Grössen d ^~ , ^:r~ ^ ^ ä~ gleich den ßichtungscosinus der Haupt- 

CL S CL S Cv S 

normale in A, multiplicirt mit dem Contingenzwinkel do. Für unseren 
ebenen Schnitt fällt diese Hauptnormale mit der Flächennormale zu- 
sammen. Ersetzt man noch dcj durch — , so wird 

/A\ -.dx -^ ds j dy -rrds -.dz rz ds 

und die Differentiation von (3) ergibt: 

i^''dü-\-l^dV=(^-a)ds 

* dv \q I 



(5) 



wo zur Abkürzung 



du dv \9 

^J. ijj j^^J. av = ^ - ^ ds 
du * dv \Q w 

^'dü-h^^dr=(--r)ds, 

^ du ^ dv \q '/ ' 



Pl ü"« + 2 ^ P- F+ 1^ P = a 

du^ * dudv ' dv^ 

gesetzt ist, und /3, y durch Vertauschung von x mit y und aus a 
hervorgehen. Multiplicirt man jetzt die Gleichungen (5) mit ^ , ~~y 
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r, resp. ^— , ^-, ^— und addirt, löst dann die entstehenden Formeln 
du ^ dv^ dv^ dv ' 

nach dU und dV auf, so folgt: 



TW=(2^2'«lf-^2«a3 



ds 



Zum Einsetzen in (1) werden die Verbindungen gebraucht: 

L<iü + Mar -%(, 2 '% + » 2 '''^) 

welche nach § 11 (10) auch geschrieben werden können: 

Ldü ■{■ MdV = ds '^ a^^ 

Mdü+NdV=ds^ a~, 

oder, wenn für a, ß, y ihre Werte gesetzt werden: 
LdU-\-MdV 

=ds(ü^yii^%+2uvyi'-^s^+y^y''-^P) 

MdU+NdV 

=ds(ü^y;'^';^+2ury;'f'^-^v^y;{''-':^x 

Substituirt man diese Ausdrücke, sowie die von dL, dM, dN in (1), 
so wird die ganze Gleichung durch ds teilbar. Wir setzen nun zur 
Abkürzung 



(6) 



du ~^ "^ ^ du du^ ~ ' dv '^ "^ ^ dv du^ ' 

du '^ ^ du dudv ' dv~^ ^ dv dudv ^ > 



2 ydx djx _ , d_N 2 ydjc a^ _ ^. 

^ "^ ^ du dv^ ~ -^^ ' dv ^ ^ ^ dv dv' ~ ^^ ' 



du 

femer bleibend 

(7) r = P, i" + 2Jlf' = 3e, ir + 2Jr' = 3B, N'' = S, 
und multipliciren die erhaltene Gleichung mit ds^i dann ergibt sich 

(8) Pdu^ + 3 ödw^rfv + 3Rdudv'' + Xdv» = , 

eine cubische Gleichung für A, welche demnach, wie vorher behauptet, 
mindestens einen reellen Normalschnitt liefert, der von einem Kreise 
„superosculirt*' wird. Die in (8) auftretenden, durch (6) und (7) be- 
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stimmten Coefßcienten P, Q, R, S sollen als Fundamentalgrossen 
dritter Ordnung der Fläche bezeichnet werden. 

Aus der eben durchgeführten Rechnung folgt^ dass 



(9) 
ist. 



Pdu' + SQdu'dv + SBdudv^ + Sdi^ = ds«d - 



Für die Grössen L\ ... N" können noch andere Ausdrücke auf- 
gestellt werden^ wenn man entweder die im § 29 definirten Grössen 
a, 6, c, d einführt oder nur die Fundamentalgrössen erster und zweiter 
Ordnung und ihre Ableitungen beibehält. Im ersten Fall ergibt sich 
nach § 29 (2): 



(10) 



i' = 3|^__2a, L" = 3^^ 



dv> 



dv 



26 






d'U' 



dv 



IJV' = 3|^ — 2c, ir' = 3i^- 
^ du ' dv 



2d. 



Um die zweite Forderung zu erfüllen, hat man für ^— , — 



dx dx 



du ' dv 
wieder die linearen Functionen von ^, —■ einzusetzen [§11 (10)], 

welche in der vorhergehenden Rechnung ursprünglich vorkamen, und 
die Definitionen § 27 (1, 2) zu benutzen; oder, was dasselbe ist, man 
hat für a . . . d die Werte § 29 (3) zu nehmen. Dann wird erhalten: 



(11) 



L' = -^-h T-i (Vfn + ^n), i" = ^- + ^ {t}'m + »'n) 



ßu 



dv 






in welchen Gleichungen noch i] , . . d'\ m , . .n' durch § 11 (9), § 27 
(4, 5) bestimmt werden. 

Für die Fundamentalgrössen dritter Ordnung ergeben sich aus (7) 
und (10) die Ausdrücke 



(12) 



P=3|^-2a 

du 



dv 



du 



26 



ji^eN dM_^^ 

du ' dv 

8^3^ — 2d, 

dv ' 
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welche ebenfalls mit Hilfe von § 29 (3) noch in anderer Form dar- 
gestellt werden können: 



(13) 



■R = g^ + ^ ('?'»»', + »'«') 

S = |- + ^ (t]'m" + #'n") . 



8o ' T 

Führt man endlich die Grössen J (§ 28) ein, so kann mau 

schreiben: 

dL 



(14) 



P = 



<2 = 



du 

aiv 



2 (L J, + MJ,) 
2 (i J/ + MJ,') 






§ 34. 

Es sollen noch Beziehungen hergestellt werden zwischen den 
Pundamentalgrössen dritter Ordnung und den Ableitungen der Grössen 
H und K, durch welche die Summe und das Product der Hauptkrüm- 
mungen bestimmt wird. Aus den Gleichungen § 12 (12, 13) 

GL — 2FM + EN ^ LN — M* 

EG — F^ ^' 



K 



EG— F 
folgt bei Einführung der Grössen m . , .n" [§ 27 (4, 5)] : 



J2 



ö^ — 2-F^^+ EY^ + 2{L — EH)n 



du ^ du ""^ du ^ '^ du 

— 2{M- FE) {n + m') + 2{N—GE)m 



ov ov 



2F^-^ + E~-\-2(L — EH)n 



tt 



dv ' dv 
— 2{M—FH){n' + m") + 2(N— GH) m 

T^^ = N^ — 2M^^+L^— 2K[En' - F{n + m') + Gm] 
du du du ^ du "- \ i / i j 

yi.|^_jv|^_2Jlf|^+ L~-2K[En" — F{n' -irm")-\-Gm'], 

dv dv dv ^ dv *■ \ i / i j7 

oder, wenn noch die Grössen J^ . , , J^' aus § 28 (3, 6, 7) eingesetzt 
werden: ' 
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(1) 



cu du du ^t* ' ^ ' ^ ' ^ ^ 

+ 2 (fj' J, + »' J,') 



dv 



dv 



dv ' dv 

+ 2 (n' Ji + »' J2") 



(2) 



T* 1^ = N^Jl _ 2Jlf l^+ i I? - 2KT'{J, + J/) 



^W 



dL 






^tt 






dv 



-2KT'{j;-\-j;'), 






Löst man ferner die Gleichungen § 33 (14) nach den Ableitungen 

dN 
. . -.r— auf, so erhält man: 

dv ' 



(3) 



P + 2 (LJ, + Jf J,) 



(dL 

^^^ = (? + 2 (L j; + MJ,') 

du 



i? + 2 {Mj; + iV^J/) 



l dv 

Endlich ergeben sich aus den Relationen Pq = , ^^ = [cf. § 28 
(10, 14)] mit Benutzung von (3) die Ausdrücke: 

dM 



(4) 



ov 



= i? + ZJ/' + Jf (J," + J,') + iSV/. 



Werden nun die Werte (3, 4) in (1, 2) substituirt, so treten, wie 
man leicht bemerkt, beträchtliche ßeductionen ein, und es bleibt: 



(5) 



GP — 2FQ + ER = T 



,cH 



GQ — 2FR + ES=T 
NP-2MQ + LR = P 






(JV 

dK 

du 



NQ — 2MB + LS=r' U 



§ 35. 

Die eben eingeführten Ableitungen von H und K treten bei der 
Untersuchung der Veränderungen auf, welche irgendwelche Functionen 
der Hauptkrümmungsradien beim Uebergange von einem gegebenen 

Knoblauch, Flächeutheorie. 7 
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Flächenpunkte zu einem unendlich nahen erleiden. Diese Aenderunges 
wollen wir speciell für die Hauptkrümmungen bestimmen. Aus der 
für sie geltenden Gleichung 

ergibt sich 

(1) ^^ = {iH±ym-4K). 

mithin 

n j, 1 T TT 1 SdS — 2dK 
2a — == dH H - , 

9k — yn^ — iK ' 

, und durch Multiplication beider Werte: 

{m - 4E)d -d-=-- KdlP + HdHdK — dE? 
(2) (^-4X)4cfi = [-z(|?)V^^|f-P^>„^ 

+ [-2ir|?|f + s(|||f + |f|f)-2|f|f].«.. 

Dies ist der gesuchte Ausdruck. Wird er gleich Null gesetzt , so re- 

sultirt eine quadratische Gleichung für -r- = ^y welche demnach zwei 

Normalschnitte bestimmt. Schreitet man in der Ebene eines solchen 
Yom gegebenen Punkte aus unendlich wenig fort; so gelangt man zu 
einem Punkte, in welchem ein Hauptkrümmungsradius der Fläche den- 
selben Wert hat wie im Ausgangspunkte. 

Es sollen jetzt in (2) mit Hilfe von § 34 (5) für -g^ , ... die 

Grössen P, Q^ JB, 8 eingeführt werden. Nach § 11 (9) ergibt sich 
leicht: , 

V^t*/ ' du du \dul 

und durch Vertauschung von u mit v, bei welcher die beiden Grössen- 
reihen 

n ^ P Q 

»' fi' S R 
in einander übergehen: 
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\dv) ~^ dv dv 



\dv/ 



= ^a { h'ö + (*' - v)R- »ST + [_{»' - ny + W»] (QS - ß*) ) . 

Endlich ist 

du dv ' \du dv ' dv du) du dv 



du d 

= ^6 1 2[ri'T + {p' -v)Q- ^-B] Iv'Q + (.»' - V)li - »S] 
+ [(»' - vT + 4i?'^] (PS -QB)}- 
Werden diese Werte in (2) eingesetzt und die Gleichung [§ 12 (15)] 

berücksichtigt, so folgt: 

(3) (ff- - 4Z)d ^-d^ = ^, [[r,'P+(&'-n)Q- »B] du 
-\-[v'Q + (P'' — 'n)B — »S]dvY 
-{-^,{IP—4.K)[(PB-Q^)dw'-]-{PS—QB)dudv+(QS-B^)dv^] . 

§ 36. 

Zum Schlüsse dieses Abschnittes wollen wir noch die Formeln 
des § 16 vervollständigen, indem wir die "Werte von @, %, @, 
m . . . «" etc. für Cartesische Coordinaten, d. h. für die Flächendar- 
stellung g = tp{x, y) angeben. 

Aus § 16 (8) folgt 



B = (t + g')r-2f)g8-Kl+p')t 
°° (P' + 2' + 1)* 



K = 



rt — s' 



(1) 

(2) - — (p» + 3« + l).» 

mithin ist nach § 25 (2), § 16 (1, 3): 



(3) 



(S = 



5 = 



2\c8 



(1 + q ^)r^ — 2pqrs + jl + p^)8 

ip' + a' + 1)^ 
(1 + q*)rs — pq{rt + s^) + (1 + p^)st 



(p' + a' + 1)' 



iP' + a' + ly 

Aus § 27 (4, 5) ergibt sich 

(4) m=pr, m'=pSy m" =pty 

(5) w==gr, w' = gs, w" = g^, 



#^ 



« 
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und hiernach weiter aus § 28 (3, 6, 7): 



(6) 

(7) 



pr 



^i^^« + ä« + 

T — 3*" 

«^2 ~8 



1' •'l' = l^ 



P8 



pt 



_ T" 

JP* + 2* + 1 ' ^ JP* + 3* + 1 ' 



p^ + gt+l» ^'a — pa + ga + i> *^« — pi + g« + ii 

Endlich werden die Fundamenialgrossen 3. Ordnung (§ 33), wenn 



d^z 



d^z 



d^z 



d'^z 



gesetzt wird: 



"03 



(9) 



Q = 



(P* + 3' + l)* 
(p« 4. ^« + 1) ^efji — r (ps + 3«) — 2s (pr + qs) 



jj ^ (!>' + g' + 1) ^18 — < (pr + gg) — 28(j)S + qt) 



II. Abschnitt. 
Besondere Curven und Coordinatensysteme anf einer Fläche. 

§ 37. 

Die Lösung flächentheoretischer Aufgaben kann häufig dadurch 
erleichtert werden , dass man das System krummliniger Goordinaten, 
auf welches die Punkte der Fläche bezogen sind, in passender Weise 
specialisirt. In erster Linie bietet sich hier die Annahme dar, dass 
die Coordinatenlinien sich überall unter rechten Winkeln schneiden. 
Alsdann besteht, wie bereits im § 3 nachgewiesen, für die ganze Aus- 
dehnung der betrachteten Fläche die Bedingung 

JF = 0. 

Führt man sie in die Formeln § 27 (4, 5), § 28 (3, 6, 7) ein, so 

ergibt sich 

(1) m' + w = 0, m" + w' = 0, 



(2) 






2J57 du 

— idE 

2G dv 



7 —ZlI^^ T' — 
^2 — 0/3: ;)« ; ^2 



2E dv 

J_dG j 
2G'du' *^2 



ff 



2E du ' 

1 dG 

2G dv ' 
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Die Gauss'sche Relation unter den Fnndamentalgrossen wird nach 

§ 27 (6): 

m TUT Tijf^ 1 VdEdG , ldGY\ I 1 \dBdG . (dSyi 

während die beiden andern Fundamentalgleichungen [§ 28 (21, 22)] 
keine beträchtlichen Vereinfachungen erfahren. — Die Grössen i^ . . . ^' 
erhalten die Werte 

(4) ri=^GL, &=-EM, rj' GM, ^'=^ — EN, 

sodass nach § 11 (10) die Gleichungen gelten: 





fdX L dx Mdx 


(5) 


du E du G dv 

dX Mdx Ndx 




\ dv E du G dv 


Die elementaren symmetrischen Functionen der HauptkrQmmungen 


sind [§ 12 (12, 13)]: 


(6) ^-i+l 


n\ 


^ LN^M* 



vv " :eg ' 

und die quadratische Gleichung selbst, welcher die Hauptkrümmungs- 
radien genügen, hat die Form 

(8) (f-i)(7-^)-^ = o 

oder 

(LN - M^)q^ — {GL + EN)q + EG = 0. 

Endlich wird die Gleichung der Haupttangenten: 

(9) EMdti^ + {EN — GL) du dv - GMdv^ = • 

Soll eine Fläche, deren Cartesische Coordinaten ursprünglich durch 
beliebige Variable u, v dargestellt sind, auf orthogonale Parameter 
u\ V bezogen werden, so kann man die eine Schaar der neuen 
Coordinatenlinien : 

(10) w' = 9 (w, v) = const. 

willkürlich annehmen. Die Schaar der orthogonalen Trajectorien wird 

dann durch F* = oder, nach § 5 (12), durch die partielle Diflferen- 

tialgleichuDg 

■pdv' du_ -p, / dv' du , du^ dv' \ , p dv^ du_ ^ 

dv dv \dv du ' dv du) ' du du 

bestimmt. Die Integration dieser linearen homogenen Gleichung: 
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(11) ((?|^_ip|^)|l' + (^|^__pa9\|^_0 

^ ^ \ du cv/ du * \ dv du/ ov 

erfordert die Lösung der gewohnlichen Differentialgleichung zwischen 
u und VI 

(12) {El^-Fl'Qiu-(9ll-Fli)iv^0. 

Ist 

^ (m, v) = const. 

das Integral der letzteren, so hat man 

v =l\) (m, v) 

oder gleich einer willkürlichen Function von V' zu setzen. — Falls 
die gegebene Curvenschaar nicht in der Form (10) dargestellt, sondern 
durch eine Differentialgleichung 

TJ{Uy v) du + F(w, v) dfv = 

definirt ist, so hat man für fi als integrirenden Factor dieser Gleichung: 

du ^ ' dv ^ ' \ 

und (12) transformirt sich in: 

(13) {EV— FU)du + (FF- GU)dv = 0, 

was auch, für cos w = 0, *- «= y, aus § 4 (6) hätte geschlossen 

werden können. 

§ 38. 

Es seien zweitens die Coordinatenlinien so gewählt, dass in jedem 
Punkte der Fläche ihre Tangenten einander conjugirt sind. Dann gilt 
nach § 21 die Bedingungsgleichung 

Jf=0. 

Was nun zunächst die Aufgabe betrifft, zu einer willkürlichen Curven- 
schaar die conjugirte zu finden, so hängt auch diese von der Inte- 
gration einer gewöhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung und 
ersten Grades ab, welche sich schreiben lässt: . 

oder 

(2) {LV—Mü)du + {MV^NU)dv = 0, 

je nach der Form, in welcher die gegebene Schaar dargestellt ist 
Dies folgt aus § 21 (5). 

Setzt man in die wichtigsten Ausdrücke und Formeln der Flächen- 
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theorie Jlf = ein, so vereinfachen sich vor allem die zweite und dritte 
Fandamentalgleichung, welche werden: 

(3) l^-J/L + J^iV-^O, |f-J,'JV+Jx"i = 0. 

Die Grössen J haben hierin ihre allgemeinen Werte, wie sie im § 28 
gegeben wurden. Ferner ergibt sich: 

(4). ^ GL, » = FL, ri' = FN, ^: EN, 

mithin 

dX 



(5) 



du T^\ ^ du^ -^ dv) 
dv ~ T^\ -^ du -^ dvJ' 



Die Bestimmungsgleichungen der Haupttangenten und der Haupt- 
krümmungsradien erhalten die Form: 

(6) — FLdu^ + (EN - GL)dudv + FNdv^ = 0, 

(7) LNq^ - {GL + EN)q + EG^F' =0. 

Bemerkenswert ist hier die Gleichung 



(8) 



j:^^ = o, 



j' ^ _ 

dudv ^ du ^^ dv 

welche nach § 28 (4) durch % = oi), y, ^ befriedigt wird. Es genügen 
alsO; wenn die Coordinatenlinien conjugirt sind, die drei Cartesischen 
Coordinaten einer linearen partiellen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung. 

Endlich werden die Grössen @, fj, ® [§ 25 (8)], sowie die Funda- 
mentalgrössen dritter Ordnung [§ 33 (14)] durch folgende Ausdrücke 
definirt: 



(9) 



@=. 



GL* 

2'* ' 



gf = 



— FLN 



® 






(10) 



P = t^-2LJi, 



du 

dL 

dv 

dN 



R='^ — 2NJ^ = — LJi" — NJ^, 



2 



§ 39. 



Unter den Curvensystemen, als deren Ort eine Fläche betrachtet 
werden kann, sind die im § 23 bereits erwähnten Haupttangenten- 
curven, deren Gleichung T = ist, von besonderer Wichtigkeit. Sie 
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können nach § 26 auch durch die Forderung definirt werden, dass der 
kürzeste Abstand benachbarter Normalen längs einer solchen Curve 
ein ünendlichkleines höherer Ordnung sein solle. Es handelt sich 
jetzt zunächst darum, diesen Abstand genauer zu untersuchen als dort 
geschehen ist. Wir gehen dabei auf seinen allgemeinen Ausdruck 
zurück, wie er für zwei beliebige Gerade 



(1) 



a b c 



(2) g — ^1 ^ v — Vi ^ g — ^1 

eil i/i Ct 

durch die Formel § 26 (4) gegeben wird. Ferner betrachten wir die 
Gerade (1) als einer Schaar angehörig; dann bedeuten x, y, z, a, 6, c 
Functionen eines Parameters t Derselben Schaar soll die Gerade (2) 
zugehören, und zwar seien rr^ , a^ , ... diejenigen Werte, welche aus 
den entsprechenden in (1) durch Veränderung von t in t -^ dt hervor- 
gehen. Sind a;, a, . . . stetige Functionen von t mit endlichen und 
stetigen Diflferentialquotienten x\ a', ... für alle t innerhalb eines 
gewissen Intervalles, so kann man setzen: 

Xy = X '\- xdt + ad ty 



(3) 



a^= a -\- a dt '\- Xdt, 



wo a, . . . A, . . . gleichzeitig mit dt gegen Null convergiren. Hieraus 

folgt 

6ci — c&i =^ Q)c — cV)dt + (Jbv — cii)dt, . . ., 

und nach Substitution in die genannte Formel: 

(4) +dv=:=dt (ftg^ - c^\^' + (^«^ -je) y' + iS^V - la)z^ T, 

wo Tj, Tg Grössen derselben Art sind wie a, k etc. Hierbei ist vor- 
ausgesetzt, dass nicht alle drei Grössen hc — cV, ca — ac\ ah' — ia 
gleich Null sind. Tritt dies für specielle Werte von t ein, so schliessoD 
wir sie von dem gewählten Intervalle aus. Man erhält aus der 
Gleichung (4) mit Leichtigkeit das Resultat, dass der kürzeste Ab- 
stand benachbarter Geraden einer Schaar im Allgemeinen von der- 
selben Ordnung unendlich klein ist wie der Winkel der beiden Linien. 
Es seien nun die sechs Functionen x^ J/; • • • ^ für alle Werte 
von t durch die Relation 

(5) {bc — cV)x + ipci' — CLo)y' + iflh' — ha)/ = 
verbunden. Zunächst ist leicht zu sehen, dass die Gleichung (5) nicht 
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für jede Schaar yon Geraden erfüllt sein kann. Dies bedarf deshalb 
einer Erörterung, weil die sechs in (1) yorkommenden Functionen nur 
vier abhängigen äquivalent sind; denn die Gleichungen (1) können in 
der Form 

(6) | = Äg+i, ri = mt + n 

geschrieben werden. Identificirt man nun diese Form mit der ersten, 

so findet sich für die linke Seite von (5) der im Allgemeinen von 

Null verschiedene Wert 

kn — Im. 

Besteht die Relation (5), so ist der Abstand benachbarter Geraden 
ein ünendlichkleines höherer Ordnung. Nehmen wir jetzt die zweiten 
Ableitungen von x, y, . . . hinzu, setzen also für (3): 

x^ = X -{- xdt-\- Y ^"dfi -i- a^dt^y , 

so ergibt die Durchführung der Rechnung: 

+ dv = - dt^ (^^^ - <^^')^' + (^^'' - ^^") ^1+ :: • + ^1 . 

Hier bildet das Aggregat der Anfangsglieder im Zähler die Ableitung 
der linken Seite von (5); dieses Aggregat verschwindet also, und dp 
ist mindestens von der dritten Ordnung unendlich klein. Wollte man 
die Rechnung bis zu den Ableitungen dritter Ordnung fortsetzen, so 
würde man leicht finden, dass das folgende Aggregat nicht mehr die 
Ableitung des eben betrachteten ist. Der kürzeste Abstand dp ist 
mithin unter der Bedingung (5) im Allgemeinen wirklich von der 
dritten Ordnung unendlich klein. 

Dies Resultat gilt immer dann, wenn die gegebene Schaar von 
Geraden durch die Tangenten einer beliebigen Raumcurve gebildet 
wird. Denn sind 

^ = m. y--9it), z = h{t) 

die Gleichungen einer solchen, so wird eine Tangente der Curve durch 
die Gleichungen 

gegeben. Vergleicht man diese mit (1), so ergibt sich sofort das Be- 
stehen der Bedingung (5). und man kann auch umgekehrt die Ge- 
raden einer Schaar, für welche diese Bedingung gilt, im Allgemeinen 
als Tangenten einer Curve auffassen. Dies folgt durch Identification 
der Gleichungen (6) und (7), aus welcher sich nach Berücksichtigung 
von Ton — Z'm' «= drei Relationen zur Bestimmung der drei Func- 
tionen f, g, h ergeben. 



106 II. Absclinitt. § 40. 

§40. 

Wenden wir jetzt die eben durchgeführten Entwiekelungen auf 
das System der Normalen einer Fläche an, indem wir uns diese Ge- 
raden zu Schaaren vereinigt denken. Die Gleichung § 39 (5) geht 
dann, wie schon im § 26 gefunden, über in 

oder, nach Multiplication mit dt^y in F = 0. Die Integration dieser 
Differentialgleichung erster Ordnung und zweiten Grades zwischen w 
und V liefert zwei Schaaren von Curven, welche als Haupttangenten- 
curven, vorwiegend aber als Krümmungslinien der Fläche bezeichnet 
werden. Eine solche kann also durch eine von folgenden Eigenschaften 
definirt werden: 1) Ihre Tangente fällt mit einer der beiden Haupt- 
tangenten zusammen; 2) der kürzeste Abstand benachbarter Normalen 
längs der Curve ist ein Unendlichkleines 3. Ordnung, wenn der Win- 
kel dieser Normalen als unendlich kleine Grösse 1. Ordnung betrachtet 
wird. Dass die Krümmungslinien stets reell sind und sich überall 
unter rechten Winkeln schneiden, folgt nach § 12 aus der ersteren 
Eigenschaft. 

Die Gleichung F = kann nach § 26 (6) durch eine der folgen- 
genden Differentialgleichungen ersetzt werden: 

^-^>' dX dY dZ^ 

welche auch geschrieben werden können: 

dx = iidX, dy = fidT, d2 = iidZ. 

Die geometrische Bedeutung von ft ist leicht anzugeben. Multiplicirt 
man nämlich die drei Gleichungen mit dx, dy^ dz und addirt sie, be- 
nutzt ferner die Formel [§ 10 (9)] 

_ Zdx^ 

^~ 2dxdX' 
so erhält man 

Hierbei bezeichnet q den Krümmungsradius desjenigen Normalschnitts 
in einem beliebigen Punkte Ä, welcher durch das Verhältnis -r- be- 
stimmt wird. Für unseren Fall ist letzteres aus F = zu entnehmen, 
also Q einer der Hauptkrümmungsradien q^^ ^g. Daher gelten für die 
beiden Schaaren von Krümmungscurven die wichtigen Formeln: 



Besondere Curven und Coordinatensysteme auf einer Fläche. 107 

m 

(2) öfa; = — QkdX^ dy = — QkdY, d0 = — QkdZ 

(Je = 1,2). 

Die Curve, welche die Normalen längs einer Krümmungslinie be- 
rühren, wird, wie leicht zu sehen, von den Endpunkten der zugehörigen 
Hauptkrümmungshalbmesser oder von den Krümmungsmittelpunkten 
der zugehörigen Normalschnitte gebildet. Nach § 10 bestehen für 
einen solchen die Gleichungen 

^ = x + QkX, ri = y + QkT, 5 = ^ + QkZ. 
Die rechten Seiten sind Functionen von u und v; da aber v als Func- 
tion von u durch die Gleichung F=0 bestimmt wird, so sind g, ri, 

i von einem Parameter abhängig und stellen deshalb eine Curve dar. 

da 
Bildet man für diese die Richtungscosinus der Tangente: 



±Y£dl* 

etc., so ergibt sich mit Hilfe der Formeln (2) unmittelbar die Ueber- 
einstimmung mit X, Y, Z. D. h, die Tangente im Punkte (SiyS) ^^1^^ 
mit der Flächennormale im entsprechenden Punkte (xyg) zusammen. 

Wird die Abbildung auf die Gauss'sche Kugel hinzugenommen, so 
lehren die Gleichungen (2), dass die Tangenten einer Krümmungslinie 
und der transformirten Curve in zusammengehörigen Punkten einander 
parallel sind. Daraus folgt, dass die beiden Curvenschaaren auf der 
Kugel, in welche die Krümmungslinien transformirt werden, auf ein- 
ander senkrecht stehen. 

Sollen die Coordinatenlinien mit den Krümmungscurven zusammen- 
fallen , also die Gleichung T = durch du ==0, dv = befriedigt 
werden, so müssen die Gleichungen 

(3) ^ = 0, i?' = 

^^^^ FL — EM=0, FN—GM=0 

bestehen, während GL — EN Yon Null verschieden ist; und umge- 
kehrt. Betrachtet man die beiden Relationen als homogen und linear 
in F und M, so bemerkt man, dass wegen des Nichtverschwindens 
der Determinante beide Grössen gleich Null sein müssen. Wir er- 
halten also die Bedingungen 

(4) F=0, M=0 

wieder, welche im § 23 von einem anderen Gesichtspunkte aus ge- 
geben wurden. Unter Voraussetzung ihres Bestehens lassen sich mit 
den Gleichungen der Flächentheorie beträchtliche Vereinfachungen vor- 
nehmen. Bevor wir jedoch hierauf näher eingehen, wollen wir die 
Differentialgleichung der Krümmungslinien noch für die beiden Dar- 
stellungsarten der Fläche in Cartesischen Coordinaten aufstellen. 
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§41. 

Da die Differentialgleichung der Erümmungscurven mit der Be- 
stimmungsgleichung der Hauptnormalebenen übereinstimmt^ so kann 
sie ohne weiteres für den Fall angegeben werden^ dass die Fläche in 
der Form 

dargestellt ist. Nach § 16 (7) wird nämlich 

(1) [(1 + p')s - pqr] dx^ + [(1 +p^)t-^(l + ^) r] dxdy 

+ [pqt-il + q^)s]df = 

die gesuchte Gleichung; sie zeigt nach (10) desselben Paragraphen^ 
dass für einen Kreispunkt die Erümmungslinien unbestimmt werden. 
Es ist häufig zweckmässig, sie in der Form 

/o\ ^x + pde dy + qdz 

^ ^ dp dq 

zu schreiben, auf welche man in folgender Weise geführt wird. 
Es seien nach § 8 (2) 

(3) |_a;+i,(g-;?) = 0, ^-y+2(g-^) = 

die Gleichungen der Normale in irgend einem Flächenpunkte Ä. Ge- 
fordert sei, einen benachbarten Punkt B, wenn möglich, so zu bestim- 
men, dass seine Normale die des Punktes Ä schneidet. Bezeichnet 
man mit jd0, jdp, jäq die vollständigen Veränderungen, welche B, p, 
q erleiden, wenn x, y um dx, dy wachsen, so sind die Gleichungen 
der Normale in JB\ 

{l--x-dx + {p + Jp){i-z-'Jz)^0 

< 

ri— y — dy+ {q-\- Jq){l — z — Jz) = 0. 

Sollen die vier Relationen (3, 4) für ein Wertsystem (S ri 5) gleich- 
zeitig gelten, so muss die Bedingungsgleichung 

x-v dx -\- pJz dy -{- qdz 

^ ^ zip dq 

bestehen, aus welcher sich im Allgemeinen nichts schliessen lässt. 
Kürzt man aber jdz^ z/jp, ^q auf die Incremente erster Ordnung dz, 
dpy dq ab, so erhält man die Gleichung (2), welche zwei Richtungen 
AB, ÄC bestimmt. Indess kann nur die exacte Rechnung des § 39 
darüber Auskunft geben, in welcher Beziehung die Normalen von B 
und C zu der Normale des Punktes Ä stehen. 

Die Gleichung (2) eignet sich besonders zur Transformation in 
die Form, welche für die Flächengleichung 



(4) 
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gelten muss — eine Transformation^ welche im § 18 verschoben wurde. 
Nimmt man nämlich 

P = -^^. a ^ 

und ordnet nach dx, dy, dz, so folgt 

{F,dF,^F,dF^)dx + {F,dF,^F,dF,)dy + {F,dF,-^F,dF,)dz = 0, 
oder in Determinantenform 



(6) 



dx 



dy 
F, 



ds 
F. 



dF^ dF^ dJ". 



3 



= 0. 



Hierin ist noch zu setzen 

de 



^_ F,dx-\-F^dy 



F. 



dFi = Fiidx + Fi^dy -{-Fi^de,... 
Nach Ausführung der Rechnung ergibt sich: 

(7) [_F,'F,, - F,\F,F,, + F,F,,) + F,F,'F,, + F,F,F,{F^ - F,,) 

+ F.^F^F^ - F^^F^] dx» 
+ K»(i^^ - F„) + 2F,\F,F,, - F,F^) + F,F,,{F,» - F,») 

+ F,{F,^F^ - F,^F,,) + 2F,F,{F,F,, - F,F,,)] dxdy 
+ i-F^F,,+F,\F,F,, + F,F,,)-F,F,»F,,-F^F,F,{F,,-F,,) 

-F,F,'F,, + F,'F,,]df = 0. 

Die Bedingungen für die Kreispunkte könnten hieraus sofort abgelesen^ 
auch in eine symmetrische Form gesetzt werden. Doch wollen wir 
die Formeln nicht aufschreiben, wie denn überhaupt die Kreispunkte, 
deren Untersuchung der allgemeinen Flächentheorie fern liegt, hier 
nicht weiter in Betracht gezogen werden sollen. Es wird also stets 
das betrachtete Flächenstück als so begrenzt vorausgesetzt werden, 
dass H^ — 4:K>0 ist. 

Führt man, wie im § 18, an Stelle von jF\, jF2? ^3 ^^^ Grössen 
X, Yy Z ein, so geht die Gleichung (6) über in 

dx dy dz 

(8) X Y Z =0. 

dX dY dZ 



§ 42. 

Um ein Beispiel für die Bestimmung der Krümmungslinien zu 
geben, integriren wir ihre Differentialgleichung für das Ellipsoid 
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Ä* , y^ . z' 



^, + fi + ^ = l («>6>c). 
Durch DiflFerentiation folgt: 

woraus weiter nach einfachen Reductionen: 
Vertauscht man x mit y, a mit &, so wird 

U i^ JP ;5 JP2^ = ä*5*P — 

Endlich ist 

Setzt man diese Ausdrücke in § 41 (1) ein und dividirt die ent- 
stehende Gleichung durch \,g 3 ^ so ergibt sich 

(1) ^^(^'^^') a;v (1^)'+ \x' - ^'(^'-^') ^2 ^ g^g^-^') ] ^__^^^o 

^^>' ft«(a« - c«) ^y \dx) ^ L^ ^«(a^-c^)^ a«-c« J da; ^2^—^' 

Die Grössen a, 6, c kommen in dieser Differentialgleichung nur in den 
zwei Verbindungen < 

^"^^ 6«(a^-c«) "" ^' a* — c^ ~^ 

vor; die Gleichung kann daher geschrieben werden 

(für J. und JB als positive Grössen). 

Zur Integration dieser Differentialgleichung bieten sich mehrere 
Wege dar. Zunächst kann man (nach Monge) versuchen, durch noch- 
malige Differentiation von (3) nach x und Combination des entstehen- 
den Resultates mit (3) eine Gleichung zweiter Ordnung abzuleiten, 
welche formell einfacher ist als die ursprüngliche, die zwar nur von 
der ersten Ordnung, aber vom zweiten Grade ist. Gelingt es, das In- 
tegral der neuen Gleichung zu finden, so ist dasselbe noch so zu spe- 
cialisiren, dass auch die erste Gleichung befriedigt wird. Setzt man 
nun zur Abkürzung 

dy_rd^_n 

dx~y' dx^~y 
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und führt die Differentiation aus^ so folgt 

2Axyy'f + Ay\xy' + y) + {x^ - Äf ~ B)y" 

+ 2{x - Äyy')y' - (xy' + y)^0 
oder 

(4) (Ay'^ + 1) (xy' - y) + 2Äxyi/y' + (^ - Äy^ - B)y'' = . 

Wird jetzt aus (3) und (4) die Grösse x^ — Ay^ — B eliminirt , so 
ergibt sich nach Fortlassung des wesentlich positiven Factors (-4.y'* + 1): 

(5) xyf/' + (xy — y)y = 
oder^ nach Division mit xyy: 

y * y Ä ' 
welche Gleichung das Integral 

log y + log y — log x-^logC 
oder 

liefert. Durch abermalige Integration folgt 

f = Cx' + C\ 

worin noch 

BG 



C' = - 



ÄC+l 

genommen werden muss, um die Gleichung (3) zu befriedigen; C bleibt 
willkürlich. Demnach projiciren sich die Krümmungscurven des EUip- 
soids auf die (a;y) -Ebene in einer Schaar von Kegelschnitten, deren 
Gleichung ist 

(6) c^-f^J-^^. 

Bevor das abgeleitete Resultat genauer discutirt wird, soll noch 
eine zweite Integrationsmethode für die Gleichung (3) angegeben wer- 
den. Multiplicirt man (3) mit xy und setzt dann 

^' = S, y^ = n, 

so ergibt sich als transformirte Differentialgleichung 

Ain'' + {^-Ari^B)ri'-ri^O 
oder 

(7) n-h'- ^'' 



Diese Gleichung bildet einen Specialfall der Clairautfschen : 

n^W + fW), 

deren Integral ist 

n = Ci + f(C). 

Setzt man hierin 
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und führt för | und r^ ihre Werte ein, so ergibt sieh wiederum die 
Gleichung (6). 

Um nunmehr aus dieser Gleichung übersichtliche Folgerungen 
ziehen zu können, bezeichnen wir die Halbaxen des EUipsoids etwas 
anders als vorher und setzen die Flächengleichung in die Form 

Da ursprünglich 

a>6>c>0 
war, so muss jetzt 

A > o' > 6' > 
sein. Man erhält weiter 






2 



Endlich werde noch an Stelle von C eine neue Constante fi^ eingeführt 
durch die Gleichung 

Diese Substitution setzt ÄC -{- 1 als positive Grösse voraus. In der 
That ist diese Bedingung erfüllt; denn wäre ^(7+ 1 <0, so müsste, 
da J. > ist, (7 < sein. Die Gleichung (6) würde dann eine ima- 
ginäre Curve darstellen, was der Realität der Krümmungscurven wider- 
spricht. Führt man die neuen Zeichen in (6) ein, so wird erhalten 

^^^ V(i^ "T" {V — 6'*) (f*« — 6'*) ~ ^ ' 

Diese Gleichung ist symmetrisch in X und (i. Sie stellt also auch die 
Projectibn der Krümmungslinien auf die (xy) -Ebene für eine Fläche 
2. Grades dar, welche durch 

(^^) li? + fl^ — 6'« + |ü« _ g'2 ^^ 1 

gegeben wird. Betrachten wir jetzt die Projection der Durchschnitts- 
curve der Flächen (8) und (10) auf die Ebene der (xy). Durch Eli- 
mination von z^ folgt 

V"~x^ ^« /^ -r u^_-ft'2 — ^2_5'2;y — A — ^ , 

und weiter nach Vereinfachung und Division durch l^ — ^i?: 

2V* "*" (^'- &'*) (/**-&'*) "" ' 
d. h. genau die Gleichung (9). Analoges gilt für die Projectionen auf 
die anderen Coordinatenebenen. Hieraus ergibt sich, dass die Durch- 
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schnittscurve der zwei Flächen, falls sie reell ist, Krümmungslinie auf 
beiden sein muss. Nun findet man leicht, dass für 

(11) c^>ii^>V^ 
oder 

die Schnittcurve reell ist, für /lc^ > c'^ dagegen nicht. Schreibt man 
im zweiten Fall v für ft, setzt also 

(12) 6'2>i;^>0, 
so ergibt sich: Die Fläche 

rft^ ^' I y' I '^' — 1 



wird von den Flächen 



und 

/-i Q>. ^' _ _y! ?!_ _ 1 

in ihren KrGmmungslinien geschnitten; und zwar erhält man die bei- 
den Schaaren dieser Curven, wenn man /a und v alle Werte erteilt, 
welche den Ungleichungen (11) und (12) entsprechen. Die vorher 
durchgeführte Untersuchung lehrt, dass auch umgekehrt jede der 
Flächen (10) oder (13) von den Flächen (8, 13) resp. (8, 10) in ihren 
Krümmungslinien geschnitten wird, wenn man dem Parameter X alle 
Werte 

erteilt. 

Die Gleichungen (10), (13) stellen einschalige resp. zweischalige 
Hyperboloide dar. Ihre Hauptschnitte haben, wie aus den Gleichungen 
sofort ersichtlich, dieselben Brennpunkte wie die Hauptschnitte der 
durch (8) dargestellten Ellipsoide. In Folge dessen heissen die drei 
durch (8), (10), (13) gegebenen Flächenschaaren zweiten Grades con- 
focal. Das Resultat der Untersuchung ist mithin, dass confocale 
Flächen zweiten Grades sich gegenseitig in ihren Krüm- 
mungslinien schneiden. Discutirt man die Projectionen der Schnitt- 
curven auf die Coordinatenebenen, so findet man leicht, dass confocale 
Flächen derselben Art sich niemals schneiden, confocale Flächen ver- 
schiedener Arten dagegen immer. 

Die Flächen (8), (10), (13) schneiden sich, wenn sie sich über- 
haupt treffen, stets unter rechten Winkeln. Bildet man nämlich die 
Richtungscosinus der Normale z. B. für das EUipsoid (8) und für 

Knoblauch, Flächentheorie. 8 
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das einschalige Hyperboloid (10), so sind dieselben proportional den 

Grossen 

X y z XV — z 

"i'jj 9 12 7/1 > Va ^' a resp. 



Es muss also längs der Durchschnittscurve die Gleichung 
^' j vi ?!____ _o 



bestehen, welche in der That erfüllt ist, weil sie auch durch Subtrac- 
tion der Gleichungen (8) und (10) erhalten wird. 
Kehren wir jetzt speciell zu dem Ellipsoid 



zurück und setzen 


*' 4- S'' -1- *' , 


= 1 




i? — a\ 


A* h'^ — h\ 


A«- 


- c « — c« 



Aus den Ungleichheitsbedingungen (11), (12) folgt dann: 

Es werde noch gesetzt: 

a^ — 11^ = Uy €? — i;^ = v ; 

dann ergibt sich nach Transformation der Gleichungen (8), (10), (13): 
Das Ellipsoid 

?! j- y * 4- f* _ 1 

wird von den einschaligen Hyperboloiden 
und den zweischaligen Hyperboloiden 

in seinen Krümmungscurven geschnitten. Löst man die drei letzten 
Gleichungen nach x^ y, z auf, so erhält man eine Darstellung der Car- 
tesischen Coordinaten des Ellipsoids durch die beiden unabhängigen 
Variablen «, v, welche als elliptischeCoordinaten bezeichnet wer- 
den. Die Durchführung der Rechnung liefert: 

2 _ a'(«' — ^) («' ~ '0) 
^ ~ (a* — 5*) (a* — c«) 

y.^^) \^ ~ {b^ — c^) {b^ — a*) 

^ "" (c* - a«) (c'-* — &«) ' 
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Erwähnt sei noch, dass auch für die Paraboloide die Krüm- 
mungslinien durch eine Gleichung von der Form (3) definirt werden. 
Man würde also diese Linien durch Anwendung derselben Integrations- 
methoden wie vorher erhalten können. 



§ 43. 

Bildet man aus den zuletzt angegebenen Gleichungen die Ab- 
leitungen erster und zweiter Ordnung von rr, y und z nach den ellip- 
tischen Coordinaten und stellt aus ihnen die Fundamentalgrössen her, 
so findet man , der allgemeinen Theorie entsprechend , für F und M 
den Wert Null. Femer ergibt sich 

/-i \ 7^7 ^ u(u-^v) ^ ^ v{v — u) 

mithin wird das Quadrat des Linienelements: 

{^^) as — L(^s_^j (b^^u) (c* -u)~ (^"-=7)"(6« — V) (c*— v)J ' 

Hier führen wir noch andere Variable u\ v ein durch die Glei- 
chungen 

/Q\ V—udu j , Vvdv j , 

(o) - = du , ,- : = av , 

in welchen die Ausdrücke links, den für u und v geltenden üngleich- 
heitsbedingungen gemäss, reelle Werte haben. Bei passender Wahl 
der Bereiche von u, v und u', v wird bei einer derartigen Substitution 
(cf. § 19) die Gesammtheit der dargestellten Curven nicht geändert; 
d. h. es sind hier m , v' wieder als Parameter der Krümmungslinien 
zu betrachten. 

Der Ausdruck von ds^ erhält nun die Gestalt 

(4) ds' = -^-^ {du 2 + dv' 2) , 

wo ü' eine Function von u\ F' eine Function von v allein bezeich- 
net. . Für die neuen Coordinaten gilt also unter den Fundamental- 
grössen die Beziehung 

(5) E'=G'= ^'l^' ' 

Aus ihr folgt nach § 3, wenn man noch du =^ dv nimmt, die Glei- 
chung ds' = ds'] d. h. es sind für gleiche Incremente der krumm- 
linigen Coordinaten auch die Bogenelemente der Coordinatenlinien ein- 
ander gleich. In diesem Fall sagt man, die Fläche werde durch die 
Coordinatenlinien in unendlichkleine Quadrate geteilt, und nennt das 
Curvensystem, welches eine solche Zerlegung bewirkt, ein isometri- 

8* 
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sches. Für das EUipsoid (und ebenso für die beiden Hyperboloide) 
folgt hiernach aus dem Vorhergehenden der Satz, dass die Krümmungs- 
linien ein System isometrischer Curven bilden. 

Dasselbe Theorem gilt auch für eine beliebige Botationsfläche. 
Zunächst ist vom geometrischen Standpunkte einleuchtend, dass die 
beiden Schaaren von Erümmungslinien durch die Meridiane und die 
Parallelkreise gebildet werden. Denn die Flächennormalen, welche zu 
einem Parallelkreise gehören, gehen sämmtlich durch einen und den- 
selben Punkt der Rotationsaxe , und die Normalen längs eines Meri- 
dians schneiden sich, weil sie zugleich Normalen dieser ebenen Curve 
sind. Auf analytischem Wege verificirt man dieses Resultat dadurch, 
dass man aus den Gleichungen § 19 (5) die Fundamentalgrossen bildet, 
wobei F =0, M = erhalten wird. Nimmt man nun das Quadrat 
des Linienelements in der Form § 19 (6) 

ds^ = (1 + f{u)^) du^ + u^dv^ 
an und setzt 



yj-tr^ du = du, 

SO ergibt sich 

(6) d^^ U'(du^ + dv^), 

wo U' den Wert von m^, durch ti ausgedrückt, bezeichnet. Diese 
Gleichung beweist aber das Behauptete; denn sie liefert 

(7) E'=G'= ü\ 

Die allgemeine Theorie der isometrischen Curven wird im § 49 
genauer besprochen werden. 

§44. 

Will man die Hauptformeln der Flächentheorie für die Krüm- 
mungslinien als Coordinatenlinien specialisiren , was bei vielen Auf- 
gaben ganz besonders nützlich ist, so hat man nur die Resultate der 
Paragraphen 37 und 38 mit einander zu verbinden. Denn die Krüm- 
mungscurven sind gleichzeitig conjugirt und senkrecht zu einander. 

Es ergibt sich 

(1) ri = -GL, O' = 0, ri=0, d^'^-EN, 

und daher 

.. ^X Xa^c dX _^dx 

W du "" Edu^ dv '^ G dv' 

Die Hauptkrümmungsradien lassen sich rational durch die Fundamen- 
talgrössen ausdrücken; denn es wird 
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demnacli 

Die Beziehung zwischen zwei beliebigen, auf einander senkrechten 
Tangenten wird gegeben durch 

(6) Edti8u + Gdv8v = 0, 
und die zwischen zwei conjugirten Tangenten ist 

(7) LduSu + Ndv8v = 0, 

woraus für die asymptotischen Richtungen die Gleichung folgt: 

(8) LdM^ + Ndr^ = . 

Für einen beliebigen Normalschnitt bestimmt die Formel 

^^^ 9 ~ Ldu^ + Ndv^ 

den Wert des Krümmungshalbmessers. 

Combinirt man (2) mit (3), so erhält man 

^ ^ du Q^du^ dv Qi dv^ 

woraus nach Multiplication mit du bezw. dv wieder die Formeln 
§ 40 (2) folgen. 

Die Gauss'sche Relation unter den Fundamentalgrössen erhält 
nach § 37 (3) die Gestalt 

(11) LN = 4^ Lä^ ä^ + \Tü) J + 4E L"ä^ "äw + Vdv) J 

2 \dv^^ duV> V 

während die beiden anderen durch § 38 (3) gegeben werden. Hierin 
haben die Grössen J die speciellen Werte § 37 (2). Setzt man sie 
ein, so ergibt sich 

dv 2 \E "^ g) dv 

du 2 \^ "*" g) du~^' 



(12) 



In derselben Weise findet man als lineare partielle Differentialgleichung 
zweiter Ordnung [§ 38 (8)], welche für % = Xyy,2 gilt: 

^^^^ dudv 2E dv du 2G du dv~^* 

Die Fundamentalgrössen der Gauss'schen Kugel werden durch die 
Gleichungen 
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(14) 



@ = 



S = o, ® = 



N' 



p OSJ ^ 



gegeben, deren zweite besagt (cf. § 40), dass den Krümmungslinien 
einer Fläche ein System orthogonaler Curven auf der Einheitskugel 
entspricht. 

Endlich finden sich für die Fundamentalgrossen dritter Ordnung 
folgende Ausdrücke: 

du E du 

n —^^ L dE _ 1 (L N\dE 

^ ~ dv E dv~ 2\E g) dv I 

^ ~ du G du~ 2 \E g) du 

dv G dv 

Nach § 34 (5) müssen sich P, . . . /S durch die Fundamentalgrössen 
1. und 2. Ordnung und die Ableitungen der Hauptkrümmungsradien 
ausdrücken lassen. Für unsere jetzige Annahme lassen sich femer die 
Fundamentalgrössen 2. Ordnung überall durch die Hauptkrümmungs- 
radien ersetzen. Schreibt man noch 



(15) 



— = n, 

9k 



WO also r^, rg die Hauptkrümmungen bezeichnen, so ergibt sich 

E dQi 

du' 



(16) 



du 



Qi 



o — tp^Ijl Ä?j?i 

^~-^ dv~ p« dv 



dr 



B=Q%^ -^ 



d u 



Q2 



Gdj, 
du' 



dr, 



Ä=(?^^=— ^ 



Gdg, 



dv 



Q2^dv 



Führt man r^ und r^ auch in die Fundamentalgleichungen (12) 



ein, so nehmen diese die Form an: 



(17) 



oder auch 



dr\ 

dv 

dr^ 
du 



, 1 , .dlogE ^ 



+ v(^2 — ^1) 



dv 

dlog G 
du 







(18) 



dE^ 

dv 



dv ^eV qJ dv ~^ 

\ 9i/ du 

Alis (17) folgt noch in Verbindung" mit § 37 (2): 



dj^ 
du 



26^ 



(19) 






1 dr^ 

/•g — Tj dv ' 



J2 



^1 - 



G 



dr. 



E{U — r^) du' 



J. 



% 



du 
dr\ 



E 
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um für allgemeine Coordinaten die Riehtungscosinus der Tan- 
genten der Krümmungslinien zu finden^ hat man in den Ausdrücken 

dx j . dx j 
^- au + ^- av 

du ' ov 



YEdu* + 2Fdudv + Gdv^^ ' ' ' 
für -^ die Werte A^, A^ zu setzen, welche durch die, im § 12 aufge- 
stellten Gleichungen 

mit den Hauptkrümmungsradien zusammenhängen. Wird für die erste 
Krümmungslinie die Richtung bevorzugt, für welche dw>0 ist, 

so folgt 

dx , « d^ 

^t* "• ^ dv 



Nimmt man alsdann für A^ den zweiten der oben angegebenen Werte, 
um bei der Annahme jF = 0, Jf = nicht Zähler und Nenner der 
Cosinus zum Verschwinden zu bringen, so wird 

(21) 1^ j_ 2 ^^ ^^ du ^ ^^ dv 



(22) y£ + 2FA, + GA, - . . ^__^^^ 

mithin 



l/i-- 

12 rpY Q2_ 

''1 — ^ ' a—Nn.y 



(ö-2^9,)|^-(F-3f9,)^^ 



X / G^Nq, 
du ^* *"-rij dv y 1 _ Pi 



(23) cos «1 = TiG-N,,) e. 

Bei dieser Schreibweise ist cos a^ eindeutig bestimmt , da unter der 
Wurzelgrösse, wie immer, der positive Wert verstanden wird. Hebt 

man dagegen einmal YG — Nq[ fort, so ist ein Vorzeichen einzu- 
führen, sodass 

((?-jrft)||-(f-jifp.)|| 

(24) cos «1 = - 



T y^G-N,,) (l _ f) 



zu schreiben ist. — Für die zweite Krümmungslinie ist es zweck- 
mässig, die positive Richtung durch dv^ zu kennzeichnen und für 
A2 den ersten der Werte (20) zu setzen. Dann ergibt sich 

^^ /TT» TUT \ ^^ •■ /-^ -^^2 

(25) cos «2 = 



/■BT T K f ^ x-n ,*• K dx -u /£j . 



T{E - Lq,) e. 
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oder 

(2o) • cos «2 = 



/Ty(^-Z,,)(l-g) 



Die Ausdrücke (23, 25) und die analogen gehen für JP = 0, M = 0, 
wie es sein muss, in die Richtungscosinus der positiven Coordinaten- 
linien über. 

§ 45. 

Für die Ermittelung der Krümmungslinien auf gegebenen Flachen 
ist folgender Satz, welcher als das Dupin'sche Theorem bezeichnet 
wird, von hervorragender Wichtigkeit: Drei Schaaren von Flächen, 
welche einander überall unter rechten Winkeln treffen, 
schneiden sich gegenseitig in ihren Erümmungscurven. 

Es seien 

für variable Parameter u, v, w A\q Gleichungen der drei Schaaren. 
Durch Auflösung nach den Cartesischen Coordinaten möge für einen 
gewissen Bereich der Parameter erhalten werden: 

Gibt man u einen constanten Wert c, so stellen diese Gleichungen 
die Fläche F(Xj y^z) =^ c oder einen Teil derselben durch die krumm- 
linigen Coordinaten v, w dar, während die Annahme u = Cy v = c' 
Punkte der Schnittlinie von F{x, y, z) = c mit G{Xy y, 0) = c liefert. 
Es seien nun X, F, Z die Richtungscosinus der Normale für die 
erste Fläche; X', Y", Z', X", T*\ Z" sollen dieselbe Bedeutung für die 
beiden anderen Flächen haben. Die Voraussetzung, dass die Flächen 
sich stets unter rechten Winkeln schneiden, wird durch die Gleichungen 

f x'x"+ r r'+z'z"=o 

X"X + T' Y + Z'' Z^O 
XX' + YT +ZZ' =0 

ausgesprochen. Es ist geometrisch einleuchtend, dass die Curven 
V = const., w = const. auf der ersten Fläche ein orthogonales System 

• "^^"y dx See 

bilden, dass also die Gleichung ^ ^ ^ = oder F= stattfindet; 
und ebenso gelten die Relationen 

öw du ' ^^ du dv 

Analytisch werden diese Beziehungen in folgender Weise aus (1) ab- 
geleitet. 



(1) 



2 
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Die erste und dritte Gleichung lassen sich schreiben: 
T: T:Z'= T'Z — Z" Y: Z''X— X'' Z : X" Y - T'X. 
Ferner ist nach der Definition der Richtungscosinus der Normale: 

während die entsprechenden Formeln für X', . . ., X", . . . durch cyk- 
lische Permutation von m, v, w aus dieser hervorgehen. Hiernach er- 
gibt sich leicht 

Z' • y • Z' = — : — : " 



oder 



(2) 



dv' dv' dv 

fr=^'|f, r = ^'|f, Z' = ^'|J, und ebenso 
dx xr dy 7 „ dz 



r'=,t"|^, r'=(i,"l^, ^'=ft"£- 

Setzt man dies in (1) ein, so folgt in der That: 

/o\ ^ dx^dx ^ ^7 dx^dx ^ ^ dx dx ^ 

^ ^ .^J dv dw ' .^^ dw du ' .^^ du dv 

Der Dupin'sche Satz würde bewiesen sein, wenn ausser diesen Glei- 
chungen noch die Relationen M=0, M' = 0, M!' = dargethan 
wären. Denn JP = , Jlf = waren nach § 40 (4) die Bedingungen 
dafür, dass die Coordinatenlinien auf der ersten Fläche durch die 
Krümmungscurven gebildet werden. Differentiirt man nun die Glei- 
chungen (3), welche ebenso wie (1) für einen gewissen Bereich der 
Parameter gelten, nach diesen Grössen, und zwar die erste nach w, 
die zweite nach v, die dritte nach w;, so folgt 

'^^dx d^x , 'S^dx d^x ^ 

.^^ dv dwdu * ^^ dw dudv 

'^dx d^x j_ ^7 dx d^x ^ 

^mJ dw dudv * ^J du dvdw 

'^dx d^x . '^^ dx d^x ^ 

^ij du dvdw ' ^^ dv dwdu ' 

d. h. 

S^dx d^x ^ '^dx d*x ^ "^ ^ ^^^ 

.^/ du dvdw ' J^ du dwdu ' ^^ dw dudv ' 

und wenn man für ^ etc. die Werte aus (2) substituirt, 

m .^-/ dvdw ' j^J dwdu ' 



2 



dudv 
was bewiesen werden sollte. 



X"5?|- = lf"=0, 
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Als Beispiel für ein solches dreifaches Orthogonalsystem, wie es 
beim Dupin'schen Satze erfordert wird, kann das System der confo- 
calen Mittelpunktsflächen 2. Grades dienen, welches durch die Glei- 
chungen § 42 (8, 10, 13) bestimmt ist. Bemerkenswert ist hier, dass 
die drei Flächenschaaren durch dieselbe Gleichungsform repräsentirt 
werden, und dass nur die Intervalle der Parameter A, ft, v für die drei 
Schaaren verschieden sind. 



§46. 

Die Kriimmungslinien hatten (§ 40) die Eigenschaft, dass ihre 
Tangenten überall mit den Hauptaxenrichtungen des Dupin^schen Kegel- 
schnitts zusammenfallen. Wir fragen jetzt auch nach denjenigen Cur- 
ven, deren Tangenten in jedem Punkte mit den asymptotischen Rich- 
tungen übereinstimmen. Diese Linien, welche man als A symp toten- 
eu rven bezeichnet, werden nach § 14 (5) durch die DifiFerentialglei- 
chung erster Ordnung und zweiten Grades 

(1) idw« + 2Mdudv + Ndv"" = 

definirt. Sie können nur auf Flächen negativen Krümmungsmasses 
reell sein; durch jeden Punkt einer solchen gehen zwei von ihnen 
hindurch. Man gelangt zu den Asymptotencurven auch durch die 
Forderung, diejenigen Curven auf einer Fläche zu bestimmen, deren 
Schmiegungsebene die Fläche berührt, oder deren rectificirende Ebene 
die Flächennormale enthält. Die Gleichung der rectificirenden Ebene 
einer Raumcurve ist 

(cdy — id0) (i — a?) + (ad^ — cdx) (ij — y) 

+ (hdx-ady){t — i^) = 0, 

wo a, &, c durch § 9 (2) gegeben werden. Demnach hat man als 
Bedingung für die gestellte Forderung 

X Y Z 

(2) dx dy dz =0, 

a b c 
. Nun ist weiter nach § 9 : 

cdy — hdz = dxdscPs — d^xds^, ^ 

mithin, da 2JXdx = 0: 

UXd^x = Ldu^ + 2Mdiidv + Ndv^ = . 
Nach § 10 (8) kann die Gleichung auch geschrieben werden 

(3) UdxdX = 

und besagt in dieser Form, dass die Tangente einer Asymptotenlinie 



Besondere Curven und Coordinatensysteme auf einer Fläche. 123 

und die Tangente der entsprechenden Curve auf der Gauss'schen Kugel 
auf einander senkrecht stehen. 

Aus (3) ergibt sich sofort die Differentialgleichung der Asymptoten- 
linien auch für die Fälle , dass == <p(x^ y) oder F{x, j/, iß^) = die 
Darstellung der Fläche ist. Für die erste Annahme folgt 

dxdp '\' dydq = Q 
oder 

(4) rdx^ + 2sdxdy + tdy^ = 0, 
für die zweite: 

(5) dxd-^--^dyd^ + dzd-^=^Oy 

in welcher Form die Differentiale noch zu entwickeln wären. 

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür^ dass die 
Coordinatenlinien durch die beiden Schaaren der Asymptotencurven 
gebildet werden, folgen aus (1) in der Form 

(6) L = 0, N=0, (M^O). 

Besteht nur die eine Schaar der Coordinatenlinien, etwa v == const., 
aus Asymptotencurven, so ergibt sich 

L = 0. 

§47. 

Die letzte Bemerkung gestattet, für eine ausgedehnte Klasse von 
Flächen die eine Schaar der Asymptotenlinien sofort anzugeben. Es 
seien die Gleichungen einer Geraden in der Form 

(1) x = XQ + aUy y = yo + i^7 = 0Q + cu 

vorausgesetzt, wo die verschiedenen Werte von u den verschiedenen 
Punkten der Geraden entsprechen. Denkt man sich Xq, y^y 0qj a, 6, c 
als gegebene Functionen eines Parameters v, so hat man es mit einer 
Schaar von Geraden zu thun, deren geometrischer Ort eine gerad- 
linige Fläche genannt wird. Ihre Gleichung zwischen x, y und 
würde aus (1) durch Elimination der Variabein u und v erhalten 
werden. 

Da die drei Cartesischen Coordinaten den Pairameter u nur 
im ersten Grade enthalten, so genügen sie der partiellen Differential- 

gleichung ^ = 0, ein Umstand, welcher nach der Definition von 

■^ [§ 9 (6)] das Verschwinden dieser Grösse nach sich zieht. In 
Folge dessen besteht die Schaar v = const. aus Asymptotenlinien; die- 
selbe wird aber andererseits durch die erzeugenden Geraden der Fläche 
gebildet. — Selbstverständlich kann hier von der zweiten, im vorigen 
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Paragraphen angegebenen Eigenschaft der Asymptotenlinien nicht mehr 
die Rede sein, da die Schmiegungsebene für eine gerade Linie unbe- 
stimmt wird. 

Machen wir von dem gefandenen Resultat eine Anwendung auf 
die Flächen 2. Grades. Von vornherein kommen, wenn man von den 
Kegel- und Cy linderflächen absieht, nur das einschalige Hyperboloid 
und das hyperbolische Paraboloid in Betracht; denn diese sind die 
einzigen convex-concaven Flächen (§ 20). Jede von ihnen kann auf 
doppelte Weise durch Bewegung einer geraden Linie erzeugt werden. 
Und die beiden Schaaren von Geraden müssen mit den beiden Schaaren 
der Asymptotenlinien identisch sein, sodass diese ohne Integration 
vollständig angegeben werden können. Wollte man dies Ergebnis 
z. B. für das Hyperboloid mit Hilfe der Darstellung durch elliptische 
Coordinaten (cf. § 42) ableiten, so würde man auf die Euler^sche Dif- 
ferentialgleichung geführt werden. 

Als weiteres Beispiel einer Fläche, deren Asymptotencurven ge- 
funden werden sollen, wählen wir die Schraubenfläche. Dieselbe 
wird durch eine Gerade erzeugt, welche eine feste Axe stets senkrecht 
schneidet und sich dabei so bewegt, dass die Strecken, um welche der 
Schnittpunkt auf der Axe fortrückt, proportional sind den Winkeln, 
um welche die Gerade sich dreht. Die feste Axe sei als 0-Axe eines 
rechtwinkligen Coordinatensystems angenommen. Die Drehungswinkel 
V sollen von der positiven a;- Axe aus, die Strecken auf der g-Axe vom 
Goordinatenanfangspunkt aus gezählt werden. In irgend einer Lage 
sind die Gleichungen der Geraden 

y = xtgv 

deren zweite, da h dem Winkel v proportional sein sollte, über- 
geht in 

für 1c als eine gegebene Constante. Man kann daher die Fläche ent- 
weder darstellen durch 

(2) =^h arc tg — 

oder durch die drei Gleichungen 

x = u cos V 

(3) y == M sin v 

=kv. 

Der Bereich der Variabilität ist für u und v unbegrenzt, doch genügt 
es, V von bis 27C variiren zu lassen, da die Fläche sich sodann 
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periodisch wiederholt Legen wir die erste Darstellung zu Grunde, so 

ergibt sich 

— Tcy kx 

^ ~ ic MFY' ' ^ ~" x^ + y* 



(4) 



^kxy k{y^ — x^) . — "^kxy 



{x^ + yy' (x' + y^' {oc' + yV' 

und rt — 5^ wird, wie es nach §20(3) sein muss, negativ. Die 
DiflFerentialgleichung § 46 (4) liefert 

xydix? + {y^ — ^) dxdy — xydi^ = 
oder 

{ydx — xdy) (xdx + ydy) = 

mit den Integralgleichungen 

y = Cx, a^ + y« = C', 

von denen die erste eine Ebene durch die Axe der Schraubenfläche, 
die zweite einen Ereiscylinder mit derselben Axe darstellt. Die 
Asymptotencurven werden ali^o gebildet: 1) durch die erzeugenden 
Geraden (dem Vorhergehenden entsprechend)-, 2) durch eine Schaar 
von Schraubenlinien. 

Aus (4) folgt, wie beiläufig erwähnt sei, die Gleichung 

(1 + q2y _ 2pqs + (1 + p')t = 0. 
Sie besagt nach § 16 (8), dass für die Schraubenfläche, ebenso wie 
für die Rotationsfläche der Kettenlinie (§ 19), die Summe der beiden 
Hauptkrümmungsradien gleich Null ist. 

Endlich sollen die Asymptotencurven noch für die Rotationsflächen 
bestimmt werden. Nach § 19 (5) ergibt sich 

dy dz dz dy j^r n 

ö^ ö ^ ö^ = — w/ (w) cos V 

du dv du ov I \ J 

d z dx dx dz /-// \ • 

du ov du ov I \ j 

dx dy dy dx 

du dv du dv ^ 

und hieraus, da u als Radius vector stets positiv vorausgesetzt wer- 
den kann: 

(5) Z== ^ ^ cost;, Z= T—^— ^-- — smi;, Z= . 

Die Fundamentalgrössen erhalten die Werte 

(6) -E=l+/^(w)% JP = 0, G = %i^ 

(7) L = _£M_, M^O, N= "^'("^ 



yr+7W ' VT+fW 

Hierin kennzeichnen die Gleichungen F =0, Jf = die Coordinaten- 



126 n. Abschnitt. § 47—48. 

linien als Krümmungscurven. Das Problem der Asymptotenlinien 
führt auf die Dififerentialgleichung 

welche durch die Quadratur: 

w » - +fV¥M " 

gelöst wird. Man bemerkt, dass die in Bede stehenden Guryen nur 
dann existiren, wenn die Meridiaucurve gegen die Botationsaxe con- 
vex ist 

§ 48. 

Wir bleiben noch bei der Annahme stehen, dass die Coordinaten- 
linien mit den Asymptotencurven zusammenfallen, dass also die 
Gleichungen 

(1) L = 0, N=0 

stattfinden. Alsdann wird 

ri = FM, -9- = — EM, n =- ^^7 ^' = FM, 

ri — ^' = 0, 



(2) 
mithin 



(3) 



d 
dX 



X ^ (jp^ jr^\ 

u ~ T^\^ du -^ dv) 



rA\ TT —^FM 

(4) H ^,- 

(5) ^=-YT-, 



woraus 



(6) 



M 



= f-,(-F±yEG). 



J^ 

Die Belation unter conjugirten Tangenten ist 

(7) f^ + ^ = 0, 
^ '^ du ^ du ' 

und die Differentialgleichung der Erümmungslinien 

Edu^ - Gdv^ = 
zerfällt in 

(8) YEdu + yädv = 0, YEdu - YUdv = . 

Die zweite und dritte Fundamentalgleichung nehmen die Form »n: 
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oder 

/Q\ dlogM j j, aiogJf j„ j, 

^^^ ~du~ = *^i "" ^2 ' dv "" "^2 — ^i- 

Hieraus konnte man durch Elimination von M eine Differentialglei- 
chung zwischen den Fundamentalgrössen erster Ordnung ableiten. 
Und eine zweite würde sich mit Hilfe der Gauss'schen Relation er- 
geben, da diese in unserem Fall M als Function von Ey F, O und 
ihren Ableitungen bestimmt. 

Die Cartesischen Coordinaten genügen den linearen partiellen 
Differentialgleichungen [§ 28 (2, 5)]: 



(10) 



^*r T" ^JC I T"^l 



Ein Specialfall der ersten ist bei den geradlinigen Flächen bereits 
benutzt worden. 

Das Linienelement der Gauss'schen Kugel wird durch die Grössen 

(11) (g=-^^, g= ^^^ @ ^ ___ 

bestimmt, welche geben: 

(12) de" = ^ {Edu^ - 2Fdudv + Gdv") . 

Endlich haben die Fundamentalgrössen 3. Ordnung die Werte: 

(13) P 2MJ^, Q=- 2MJ^\ iJ= - 2MJ^\ S= - 2MJ^'\ 

§ 49. 

Im § 43 hat sich herausgestellt, dass die Mittelpunktsflächen 
2. Grades und die Rotationsflächen durch ihre Krümmungslinien in 
unendlichkleine Quadrate geteilt werden. Man überzeugt sich leicht, 
dass diese Eigenschaft nicht allen Flächen zukommt; indes hat Gauss 
bewiesen, dass auf jeder gegebenen Fläche unendlich viele Systeme 
isometrischer Curven existiren. Nach der Definition solcher Curven 
müssen sie, als Coordinatenlinien u = const., v' = const. angenommen, 
bewirken, dass 
(1) ds^ = E'(du^ + dv'^) 

wird, oder dass unter den Fundamentalgrössen erster Ordnung die 
Gleichungen 

(2) E' — G\ r = o 

gelten. Um das Gauss'sche Resultat abzuleiten, stellen wir von vorn- 
herein die Forderung, u, v' und E' der Gleichung 
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(3) Edu^ + 2Fdudv + Gdv^ = K{du^ + dv'^) 

entsprechend zu bestimmen. Diese Gleichung kaun, wenn man die 
beiden wesentlich positiven quadratischen Formen links und rechts in 
ihre conjugirt complexen Factoren zerlegt, in der Form 

(4) \yEdu + ^ {F+ i YEG^F^) dvl [yEdu+:^(F-iVEG-F^)dv] 

= jE" {du + idv') {du — idv') 

geschrieben werden. Angenommen nun, man hätte das Integral der 
Differentialgleichung 

(5) YEdu -\--^{F+i YEG - F"') dv = 
gefunden, in der Gestalt 

wo G die Integrationsconstante, TJ und V reelle Functionen von u 
und V bezeichnen. Dann müssen die Gleichungen (5) und 

dTJ + idV = Q 

übereinstimmen, wenn man eine von ihnen noch mit einem Factor 
multiplicirt. Ist nämlich ft -|- vi der integrirende Factor von (5), so 
hat man identisch 

(^ + vi) \YEdu + ^{F + lyEG - F'^dv'] = dü+idV. 

Daraus ergibt sich sofort 

{(i — vi) [yEdu + ^{F-i VEG — F') dvl =dU--idV, 

und durch Multiplication folgt eine Gleichung, welche mit (4) identisch 
wird, wenn man 

u = TJ . V = Vy E' = -ö— j — 2 

setzt. (Die Annahme u = ü ^ v' = — V bedeutet nur eine Ver- 
änderung in der Bezeichnungsweise.) Die Grössen ft und v sind ur- 
sprünglich Functionen von u und t;, während E' als Function von u 
und v' zu denken ist. Ist aber die Integration von (5) geleistet und 
damit die functionale Beziehung zwischen w, v und w', v' gefunden, 

so kann man -=—. — = in eine Function von tf' und v' transformiren. 

ti^ + v^ 

Die Auffindung zweier Schaaren von Linien, für welche E' = Q', 
JP' == wird, hängt hiernach ab von der Integration der gewöhn- 
lichen Differentialgleichung erster Ordnung und zweiten Grades 

(6) Edii^ + 2Fdudv + Gdv^ = 0. 
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Angenommen nun, es sei auf irgend einem Wege ein zweites 
isometrisches Curvensystem gefunden, und es sei für dieses 

d^ = E^ {du^^ + dv,^) 

die Bestimmungsgleiehung des Linienelements. Dann besteht also die 

Gleichung 

(7) E\du^ + dv'^) == E, {dti^^ + dv^") . 

Die Grössen Mj, v^ sind Functionen der ursprünglichen Coordinaten 
w, V, also auch Functionen von u und v'. Setzen wir 

du. = ^, du + Ö-7 dv , dv. = ^ du + v-^, dv , 
^ du * dv ' ^ du ^ cv ' 

so folgt aus (7): 

6^m' ^i?' ' du' dv' 
Die letzte Gleichung ist das Resultat der Elimination von a aus 

dv^ dui dv^ 1 du^ 

ä7 ~ " ^ü' ' dv' ~~ ä dv' ' 

Substituirt man diese Werte in die vorhergehende Relation, so er- 
gibt sich 



du^ , du^ I ^Vi ^^1 -p ^^i 



dv' -^- du' -^ du' ' dv' ^^ du 



Hieraus bilden wir 

dju.^ + ivx) ^ , d{v, — iu^) ^^ i _1_ ^(*>i + ^ i) 
dv' — du' — t ^m' ' 

eine Gleichung, welche besagt, dass die Grösse 

u^ + ivi = G) 

als Function von u und v' der linearen partiellen Differentialgleichung 

erster Ordnung 

den , . dco 

^ = ±* ^ 

genügt. Ihr allgemeines Integral ist 

für 9 als eine willkürliche, jedoch selbstverständlich diflferentiirbare 
Function ihres Argumentes. Hiernach sind u^ und v^ notwendig solche 
Functionen von u und v\ wie sie sich aus der Gleichung 

(8) Mj + iv^ = q> (ti' + iv') 

durch Trennung des Reellen und Imaginären ergeben würden. Ver- 
steht man unter ^(w' + iv') die zu q) conjugirte Function, d. h. die- 
jenige, welche aus jener dadurch hervorgeht, dass man überall (auch 

Knoblauch , Flächentheorie. 9 
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in den, in 9 etwa enthaltenen eomplexen Constanten) i mit — i ver- 
tauscht, so kann man auch die Gleichung 

(9) u^ — iv^ = ^ (w' + ^*^') 

hinzunehmen und w^, v^ aus (8) und (9) bestimmen. Dass umgekehrt, 
wenn in den Gleichungen 

oder 

^1 + *^i = 9(w' — ii;'), Wi — it;^ = ^ (w' -[" *^') 

unter 9 eine beliebige Function verstanden wird, die Curven 
11^ =• const., v^ = const. ein isometrisches System bilden, ergibt sich 
unmittelbar. Denn man erhält 

oder, mit Hinzunahme von (1): 

eine Gleichung, welche in der That das in Rede stehende Curven- 
system als isometrisch kennzeichnet. 

Es sind demnach schliesslich alle isometrischen Curvensysteme auf 
einer Fläche als bekannt anzusehen, wenn eines derselben gefunden ist. 

§ 50. • 

Mit der Theorie der isometrischen Linien steht eine Abbildungs- 
aufgabe in engem Zusammenhange. Sind zwei Flächen oder genauer 
zwei im Endlichen gelegene Flächenstücke einander derart zugeordnet, 
dass jedem Punkte des einen ein Punkt des anderen entspricht und 
umgekehrt, so sagt man, die beiden Flächenteile seien auf einander 
abgebildet. Man kann sich eine solche Abbildung am einfachsten 
dadurch vollzogen denken, dass man die Cartesischen Goordinaten 
beider Flächen als eindeutige Functionen derselben Variablen u, v 
darstellt. Es entsprechen sich alsdann die Punkte, welche demselben 
Wertepaar (Uy v) zugehören. Die Abbildung heisst speciell eine con- 
forme, wenn zwischen irgend zwei entsprechenden Curvenelementen 
ds und ds^ die Gleichung 

(1) ds^ = mds 

stattfindet, in welcher m ein© Function von u und v bezeichnet. Sind 
j^i, 2^1, 6?! die Fundamentalgrössen für die zweite Fläche, so gibt diese 
Relation: 

(2) E^dv!" + 2F^dudv + G^di^ = m\Edu^ + 2Fdxidv + Odif)j 
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und es folgt weiter 

(3) E^ = m^E, F^^m^F, G, = m^G. 

Bei der conforinen Abbildung sind die Winkel entsprechender 
Linienelemente einander gleich. Dies ergibt sich aus den Gleichungen 
§ 4 (6, 8, 9), welche lehren, dass die trigonometrischen Functionen 
eines Winkels zweier Richtungen nur von den Verhältnissen der 
Fundamentalgrössen erster Ordnung abhängen, sich also nicht ändern, 
wenn man E, Fy G mit einer und derselben Grösse multiplicirt. — 
Nimmt man auf den beiden Flächen zwei entsprechende unendlich 
kleine Dreiecke an, so kann man, wenn von der Veränderung von m 
in diesem Dreiecke abgesehen wird, sagen, dass ihre homologen Seiten 
einander proportional sind. Aus diesem Grunde bedient man sich für 
zwei, durch conforme Abbildung auf einander bezogene Flächen auch 
des Ausdruckes, sie seien in den kleinsten Teilen ähnlich. 

Wird die Grösse m constant, = 1 angenommen, so geht die con- 
forme Abbildung in die Abwickelung (§ 27) über. 

Es sei jetzt die zweite Fläche speciell eine Ebene. Dann kann 

man setzen 

ds^^ = du^ + dv^ 

wenn unter u, v' rechtwinklige Cartesische Coordinaten verstanden 
werden, und die Gleichung ds^ = mds oder ds = m'ds^ liefert 

(4) Edu^ + 2Fdudv + Gdv^ = m'^ (du^ + dv^) . 

Dieser Gleichung gemäss ist die functionale Beziehung zwischen u, v, 
u\ v' zu bestimmen. Die Form von (4) lehrt in Verbindung mit 
§ 49 (1), dass die Aufgabe, ein System isometrischer Curven zu finden, 
mit dem Problem der conformen Abbildung der gegebenen Fläche auf 
eine Ebene identisch ist. In Folge dessen werden die Grössen u\ v\ 
für welche E' = G\ JF' = ist, auch als Abbildungsparameter 
bezeichnet. 

Liegt die Aufgabe vor, zwei krumme Flächen conform auf ein- 
ander abzubilden, d. h, ii, v als Functionen von u, v so zu bestimmen, 
dass die Gleichung 

£dw2 -f 2Fdudv + 'Gdv^ = m^Ediv" + 2Fdudv -f Gdv^) 

stattfindet, so bilde man beide Flächen zunächst auf die Ebene ab. 
Dies geschieht durch Aufstellung der Gleichungen 

Edu^ + 2Fdudv -f Gdv^ = m'^(dü'' -f- dv^) 

Edü^ 4- 2Fdüdv + Gdd' = m^^ (^V + dv^^), 

deren jede die Integration einer Differentialgleichung erster Ordnung 

und zweiten Grades voraussetzt. Sind u\ v' als Functionen von u 

9* 
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und Vy u^ und v^ als Functionen von u und v gefunden, so ist zur 
Lösung der gestellten Aufgabe noch die Gleichung 

zu erfüllen, was nach § 49 in der allgemeinsten Weise dadurch ge- 
schieht, dass man u^ + iv^ gleich einer willkürlichen Function des 
complexen Argumentes u' + iv setzt. Hierdurch wird schliesslich 

die gesuchte Beziehung zwischen w, v und w, v geliefert. 

§51. 

Als Beispiel für die Auseinandersetzung des letzten Paragraphen 
diene die conforme Abbildung eines Rotationsellipsoids 

auf eine Ebene, und zwar unter der Voraussetzung, dass, abweichend 
von der gewöhnlichen Darstellung einer Rotationsfläche [§ 19 (5)], die 
Coordinaten durch die Gleichungen 

X = a^inu cos v 

(2) y = a sin u sin v 

z = c cos u 

gegeben sind. Aus (2) folgt: 

(3) £ = a« cos^ u + c' sin^ u, F=0, G = a^ sin« w, 
und die nach § 49 (5) zu integrirende Differentialgleichung wird 



]/a^ cos« M + c« sin« u du -{- ai sin m rfv = 
oder 

(4) yctg^u + -^ rfw + idv = . 
Setzt man hierin 

(5) T = «' 

(6) ctg u =^ e ctg w , 
so wird (4) transformirt in 

(7) t; 7- 2^ ö— ^ + idv == 0. 

^ ^ sin w(l — (1 — e^) cos* iv) ' 

Hierin kann noch , wenn c < a , also das Ellipsoid ein abgeplat- 
tetes ist, ^ 

1 — e« = €% 

ferner 

1 A j^ B sin to ^^ C sin w 

smw{i — s^coa^w) sinw ~*~ 1 — s cos w * 1 -\- s cosw 
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gesetzt werden, und die Bestimmung von -4, JS, C liefert: 

1 f* 



1 — g2; - - 2(1 — ««) 

Daher folgt als Integral von (7): 

(8) log ctg - + y log ^^-^^ -tv^C. 

Nimmt man mithin 



s 



/oN ' 1 f I «^ /l — p COS m;\ 2 1 , 

(9) « = ]ogjctg-.(j-p-^-33^j ), v^v, 

wo in die erste Gleichung noch u für w vermöge (6) einzuführen ist, 
so geben die Gleichungen u = const., v = const. ein System isometri- 
scher Curven, für welche direct JB'= G' wird (cf. § 43). 

Ist das Rotationsellipsoid ein verlängertes, also c^a, e> 1, so 
werde in (7) 

(10) e«_l=^2^ 

ferner 

1 Ä , J? sin w 

siu w(l + T}^' coa^ iv) sin lü ' i + ^'^cos^tü 

gesetzt, wobei 

zu nehmen ist. Dann wird das Integral: 

(11) log ctg Y "f" ^ arctg (i] cos w) — iv = C'\ 
Für diesen Fall ist mithin 

(12) u = log ctg ^- + ^ arctg (rj cos tv) , v = v 

zu setzen, um der Bedingung JE'= G' zu genügen. 

Geht das Rotationsellipsoid in eine Kugel über, so wird c = a, 
f = 0, 12 = 0, und (9), (12) geben übereinstimmend 

(13) w' = logctg|-, v=v, 

was auch leicht direct aus den Gleichungen (2) für c = a gefunden 
wird. Denn man erhält 

(14) JS; = aS JP=0, G = a^sm^u, 
und die zu integrirende Differentialgleichung wird 

-|- idv = 



Sinti 
mit dem Integral 



log ctg ^ — iv = C. 



(16) ds^ = ^ ;''/,., (du ' + dv''). 
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Transformiren wir in diesem Fall das Quadrat des Linienelements 
(15) ds^ = a^ (du^ + sin^n dv"") 

durch Einführung der Variablen (13), so folgt 

Die Linien v'==con8t., w'= const liefern auf der Kugel Meridiane und 
Parallelkreise, in der Ebene Parallelen zu den beiden Coordinatenaxen. 
Daher correspondiren jenen Kreisen bei der Abbildung zwei Schaaren 
paralleler gerader Linien, welche aufeinander senkrecht stehen. Dies 
entspricht der Mercator'schen Projection. 

Wir wenden ferner in der Ebene Polarcoordinaten an, indem wir 

te' =s y cos ^ , t;'= y sin ^ 
setzen. Dann wird 

rfs^«= du^+dv^=dr^ + r^d^\ 

oder, wenn noch — = dr y r = e^' genommen wird , 

Dieser Ausdruck lässt in Evidenz treten, dass auch die Linien i^ = const. 
und / = const. oder r = const. die Ebene in unendlich kleine Quadrate 
teilen. Die Beziehung zwischen den beiden isometrischen Systemen 
[§ 49 (8)] wird hier durch die Gleichung 

/ + i^' = log {u + iv ) 
vermittelt. 

Setzt man nun in der Gleichung (16) / für w', ^ für v und geht 

von / zu r zurück, so erhält man 

(17) ds^ = ^^, {är'^ + r*d^O ; 

ein Ausdruck, welcher auch aus (15) sofort abgeleitet wird, wenn man 

<Zt* (fr j , u 

V = jh -. — = — oder r = tff — 

^ ^ smu r ° 2 

nimmt Er entspricht der stereographischen Projection. Denn die 
Meridiane transformiren sich hier in gerade Linien, welche durch einen 
und denselben Punkt, den Pol des Coordinatensystems, hindurchgehen, 
und die Parallelkreise in concentrische Kreise, deren Mittelpunkt der 
Pol ist. 

§ 52. 

Für die Isometrie der Ooordinatenlinien sind nach der ursprüng- 
lichen Definition isometrischer Curven die Bedingungen E = Gj F= 
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hinreichend. Notwendig ist jedoch nur, dass bei passender Wahl der 
Grössen, welche zur Darstellung der beiden Curvenschaaren verwandt 
werden, ds = ds' erhalten wird. Die Beispiele des § 43 können zur 
Erläuterung dieses ümstandes dienen. Es werde jetzt allgemein gesetzt 

(1) u = f(u), v=g(v), 

wo f und g innerhalb eines gewissen Bereiches eindeutige und eindeutig 
umkehrbare Functionen bezeichnen; wie bereits öfter bemerkt, wird 
hierdurch die Natur der Curvenschaaren als solcher nicht geändert. 
Es seien JS* F*, G* die Werte, welche E, F, G vermöge der Trans- 
formation annehmen; dann ist 

ds' = E*f(uydti' + 2F*r{u)g{v)dudv + G^givJdvK 

Für die Orthogonalität bleibt die Bedingung JF* c= oder jP = be- 
stehen. Ferner wird 



ds' = yE*f(u)du , ds'= yG*g\v)dv', 
sollen diese Werte für du = dv einander gleich werden, so rauss sein 

VE*f{u) = VG^g(v) 
oder 

G* f{uy' 

In diese Gleichung führen wir vermöge (1) wieder die Variablen t«, v 
ein; dann erhält sie die Form 

G^ ~ 9(t*)' 
woraus durch Elimination von ^ und q) 

(2) -^A = 

folgt. Wird umgekehrt das Bestehen dieser Gleichung unter den 
Fundamentalgrössen vorausgesetzt, so ergibt sich durch Integration 

^og-^ = 2(X){v) '-2x(ti). 
Führt man nun Grössen «*', v durch die Gleichungen 

_-, = e/ («*) — ^ = e«(«') 

du ' dv 

oder 

ein und substituirt in 

ds =yEdu, ds" = YG dv , 
so erhält man für dv = dii : 
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ds 
ds" 






»W(t7) 



Dieser Ausdruck ist aber = 1 , wegen 



mithin ds' = ds'\ Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen 
für die Isometrie der Curven w = const., t; = const. sind also die 
Gleichung (2) und i^ = . 

Sind nun für eine gegebene Fläche die Goordinatenlinien iso- 
metrisch, so denken wir uns die Transformation (1) bereits ausgeführt 
und für u, v wieder u, v geschrieben, sodass die Gleichungen 

(3) E=G, F=0 

gelten. Um die Vereinfachungen zu übersehen, welche alsdann für 
die flächentheoretischen Formeln eintreten, hat man im § 37 überall 
G = E zu setzen. 

Dann erhalten speciell die Grössen J die Werte: 



(4) 



Ji = 



J ^ 

2E du' 

j 1 dE 

2 — iE dv' 



j; = 



J^ = 



1 dE 

2E dv ' 


jr - - 


1 dE 
2E du 


1 dE 
2E du ' 


^2"- 


1 dE 
2E dv^ 



mithin ist 
(5) 



e/j == J2 '^^ ^\ 

J2 = Ji = — «/a . 

Ausserdem ist besonders die Gauss'sche Relation bemerkenswert, welche 
sich in die Form setzen lässt: 



(6) 



2 \ €u^ ' dv / 



du^ ' d 

Die beiden anderen Fundamentalgleichungen [§ 28 (21, 22)] 
werden : 

dL dM 

dv du 

dN dM 



a) 



= 



(8) 



ydu i?~(i + ^)^2' = 

Im üebrigen liefern die Formeln des % 37 : 

71 = --EL, ^ = — EM, r{= — EM, 

%''= — EN, O- — V = 0-, 



(9) 



'du ~ E V du "T" ^*^ dv) 
\ dv E \^du^ ^^ dv)> 
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ferner 
(10) 

(11) 



„_L+N 



K=' 



LN-M* 



und als Dififereutialgleichung der ErümmuugscurTen: 

(12) Mdv? + {N— L)dudv — Mdv* = 0, 

während nach § 25 (8) das Linienelement der Gauss'schen Kugel durch 



die Gleichungen 



(13) 






14) d<?2 = ^ [{Ldu + Mdvf + {Mdu + Ndv)^] 

lestimmt wird. 

§ 53. 

Wir gehen jetzt zu der Aufgabe über, die Diflferentialgleichung 
er kürzesten Linie zu finden, welche sich zwischen zwei gegebenen 
'unkten auf einer gegebenen Fläche ziehen lässt. Längs dieser Curve 
lind Xj y, z als Functionen einer unabhängigen Variablen t zu denken, 
'eiche alle Werte eines Intervalles tQ,..t^, und jeden nur einmal an- 
limmt; t^ und t^ entsprechen den beiden Endpunkten Aq und A^ der 
[esuchten Curve. Der gestellten Aufgabe gemäss sind x, y, z als 
'unctionen von t so zu bestimmen, dass die Bogenlänge 



-/ i/(iF+ fö)"+ (I-:)* "' 



jin Minimum wird. Es sei nun zwischen A^ und A^ ausser der ge- 
suchten noch eine zweite Curve angenommen, deren Punkte die Coor- 
dinaten ic + |, y + ^j ^ + 5 haben sollen und deren Bogenlänge mit 
S bezeichnet sei. Soll s ein Minimum sein, so muss 

werden, welche Werte man auch den Grössen |, 12? S erteilen möge. 
Von diesen Grössen, welche allgemein ebenfalls als Functionen von t 
zu betrachten sind, kann dabei von vornherein angenommen werden, 
dass sie (ebenso wie ihre Ableitungen) dem absoluten Betrage nach 
beliebig klein sind. Um nun S — s zu finden, bilden wir zunächst 
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und entwickeln die Quadratwurzel unter dem Integralzeichen nach 

Potenzen von :,- , 3^, -j-^- Der Ausdruck, in welchem diese Grössen 

dt' dt' dt ' 

linear vorkommen , ist 

dx d^ ^^ dy drj ^^ dz df 
dt d^t'^ dl ~di '^ dt dt 



v^is+m'+w 



wofür, da dx^ -^ dy^ -\- dz^ = ds^ ist, abgekürzt geschrieben werden 
kann: -^' 37 + t^ j? + t^ t7' Oas Integral dieses Ausdruckes bildet 

das Anfangsglied von S — s und muss gleich Null sein , wenn diese 
Differenz bei allen Annahmen über i,, ri, t, positiv sein soll. Ob sie 
wirklich positiv wird, hängt von dem Zeichen des Integrals ab, welches 

aus den Gliedern zweiter Ordnung in ^ etc. entspringt, falls dieses 

nicht etwa gleichzeitig mit dem ersten verschwindet. Wir erhalten 
daher als notwendige, aber im Allgemeinen nicht hinreichende Be- 
dingung: 

(V) Cl— ^o-^^-i-— ^"^/^z 

^ ^ J \d8 dt '^ ds dt "T" ds dtJ^^^^' 

to 

Zerlegen wir das Integral in drei Teile und wenden auf den ersten 
partielle Integration an, so ergibt sich: 

to to to 

Nun müssen die Grössen ^, i^, ^ für die Werte t^ und t^ verschwin- 
den, da die Endpunkte -4q, ä^ für die zweite Curve dieselben sind 
wie für die erste. Der erste Teil fällt also fort, und es folgt aus (1) : 






Hierin sind die Grössen |, ^, g noch an die Bedingung gebunden, duss 

die Punkte (a; + §, y -\- rj, ^ + Ö auf der gegebenen Fläche 

F(x,y,z) = 
liegen müssen. Dies gibt 



1 
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Entnimmt man aus (3) etwa den Wert von § und substituirt ihn in 
(2), so kann diese Gleichung nur dadurch bestehen, dass die Coef- 
ficienten der nunmehr (innerhalb gewisser Grenzeu) vollkommen will- 
kürlichen Grössen |, rj einzeln verschwinden. Man bemerkt leicht, 
dass die entstehenden Relationen sich bei Einführung eines unbe- 
stimmten Factors ft in die Form setzen lassen: 

dx dy , dz 

^^^ dt ^^dx' dt ~^dy' dt ~^1V' 

Diese Gleichungen sind, wie leicht ersichtlich, einer unabhängigen 
äquivalent. Sie kann dadurch gefunden werden , dass man (4) der 
Reihe nach mit a, 6, c (cf. § 9) multiplicirt und addirt; dann er- 
gibt sich 

• c:\ dF . -td F . dF f. 



oder ausgeschrieben 



(6) 



dx ^^ dy * d-z 



dF dF dF 

dx dy dz 

dx dy dz 

d?x d^y d^z 



= 0. 



Da a, 6, c den Richtungscosinus der Binormale der kürzesten Linie, 

o TT /\ Tp ^ TP 

^— , ^— , ^— den Richtungscosinus der Flächennormale proportional 

sind, so besagt das gefundene Resultat, dass diese beiden Geraden 
längs der ganzen Curve auf einander senkrecht stehen, oder dass die 
Schmiegungsebene der kürzesten Linie überall durch die 
Normale der Fläche hindurchgeht. Diese Bedingung ist aber, 
falls die Punkte Äq^ A^ nicht genügend nahe liegen, im Allgemeinen 
ebensowenig hinreichend für die Charakterisirung der kürzesten Linie 
wie die Gleichung (1), aus welcher sie abgeleitet wurde. In Folge 
dessen sollen die Curven, für welche nur die eben angegebene geo- 
metrische Eigenschaft besteht, als geodätische Linien von den kür- 
zesten unterschieden werden. 

Ist z = q)(x,y) die Gleichung der Fläche, so ergibt sich aus (5) 
sofort 

(7) ap + hq — c =0 

als Differentialgleichung der geodätischen Linien. Einer weitläufigeren 
Rechnung bedarf es, um die letztere für den Fall zu erhalten, dass 
X, y, z als Functionen von u und v gegeben sind. Es wird zu- 
nächst 
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X Y Z 



(8) 



0. 



dx dy de 

cPx cPy d^e 
Nun ist [§ 11 (7, 8)] 

= j { {Edu + Fdv) If - {Fdu -\-Gdv)lf^ 
etc., ferner 

cu^ ' duov ' ^t?* ' ^M ^ dv 

etc.; daher folgt aus (8) [cf. § 27 (1, 2)]: 

{Edu + Fdv) (ndti^ + 2ndudv + n'dt;^ + Fd^w + Gd^v) 
— (2^6?^ + Gdv) {mdu^ + 2mdudv + m"dt;2 + i/d^^« + Frf^«;) = 0, 
oder, wenn man für my.,,n' ihre Werte [§ 27 (4, 5)] einsetzt, 

(9) (^rf. + Fdv) %l - llf ) du^ + II ^.e^. + 1 -^f c^.«] 
- {Fdu + Gc?.) [| If rf.^ + If c^../. + f^ - I IS) äv^] 

Dies ist die gesuchte Diflferentialgleichung der geodätischen Linien. 
Ihre Integration für eine gegebene Fläche führt zwei willkürliche Con- 
stanten ein, deren eine durch Angabe eines Punktes bestimmt werden 
kann , welcher auf der Curve liegen soll. Durch den Punkt gehen 
unendlich viele geodätische Linien; fixirt man noch die Richtung für 
eine von ihnen, so dient diese Festsetzung im Allgemeinen zur Be- 
stimmung der zweiten Integrationsconstante. 

Werden in (9) die Ableitungen von £, F, G durch die Grössen 
«7[§ 28 (3, 6, 7)] ersetzt, so transformirt sich die Differentialglei- 
chung in 

(10) {J^du' + 2J^dudV'\'J^'dv^)du--{J^du^ + 2j;dtidv+j;'dv^)dv 

+ du d^v — dvd^u = . 

§54. 

Man kann die Gleichung (9) des vorigen Paragraphen auch da- 
durch finden, dass man direct die notwendige Bedingung für das 
Minimum des Integrales 
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ableitet. Der Einfachheit der Rechnung wegen nehmen wir dabei 

t = u 

an, betrachten also längs der geodätischen Linie v als eine, noch zu 
bestimmende Function von u. Das zu untersuchende Integral nimmt 
dann die Form an 



u, 



Es sei jetzt v -\- cd für eine zweite, der gesuchten beliebig nahe Curve 
diejenige Function von w, welche dem v für die erste Curve entspricht. 
Denkt man sich diese Function in Ej F, G eingeführt, so geht z. B. 

E in E 4- -5— o + • • • über. Bezeichnet man nun wieder mit S die 

Bogenlänge der zweiten Curve und bildet das Anfangsglied der DiflFe- 
renz S — 5, indem man die Wurzelgrösse unter dem Integral für S 

nach Potenzen von o und -r- entwickelt und bei den Gliedern stehen 

du 

bleibt, welche diese Grössen in der ersten Dimension enthalten, so er- 
gibt sich das Integral 

Lcv ' cv au ' cv \au/ J ' \ ' du/ du , 

du, 



Uo 

welches Null sein muss. Da 



,yjl+2Fll+0(l!j 



YEdu^ + 2Fdudv + Gdv^ = ds 
ist, so kann man schreiben 

Ml 

f(j^ du'^ + 'J^ dudv + ^dv"") + 2 {Fdu + Gdv) d(D 

J 2d~s "" ^• 

«o 

Wendet man auf den Teil dieses Integrals, welcher dco enthält, par- 
tielle Integration an, so wird 

r Fdu + Gdv , ^ r Fdu+ Gdvl "' /*"' ^ Fdu + Gdv 
J ds L ds J I ' ds 



Mo "" Wo 



Hier verschwindet das vom Integralzeichen freie Glied der rechten 
Seite, weil bei der ausgeführten Variation der Curve die Endpunkte 
fest bleiben , also für u = Uq und u = u^ gleich Null sein muss. 
Die gefundene Gleichung geht über in 
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«1 



— d . 1(0 = 0. 



e/ \ 26/S äs 

Wo 



Da nun co innerhalb gewisser Grenzen willkürlich ist, so muss sein 
Coefficient verschwinden, wenn das Integral Null sein soll, und man 
erhält die Diflferentialgleichung der geodätischen Linien in der Form 

/i\ clE ^ . , ^dF , j X dG . . ^. .Fdu+ Gdv 

(1) -ö- du^ + 2 -^— dudv 4- -^- dv^ == 2ds . d ^ , 

^ ^ dv ^ dv ^ cv da ' 

welche entwickelt wieder in die Gleichung § 53 (9) übergeht. Ver- 
tauscht man in der ganzen Rechnung u und v, so ergibt sich 

(2) ^— du^ + 2 ^— dudv 4--^- dv^ = 2ds . d ^^ 

^ '^ du ^ du ^ du ds 

Es ist zweckmässig, in diese Gleichungen die Winkel einzuführen, 
welche die geodätische Linie mit den Coordinatenlinien bildet. Ist z. B. 
w der durch Drehung in positivem Sinne erhaltene Winkel, welchen 
die gesuchte Curve mit der positiven m- Linie einschliesst, so hat 

man nach § 4 (7): 

/o\ Edu + Fdv 

(3) cos w = —z 



,,. . VEG — F^dv 

(4) sm w = ; • 

^ ^ YEds 

Combinirt man diese Gleichungen mit (2), so folgt 

-ö— du^ + 2 ^— dudv + ^— dv^ = 2ds . d (VE cos w) 

du ^ du ' du ^' ^ 

dsdE . cos w ck ^ t/TT • 7 
= -= 2ds VL sm wdw 

VE ^ 

= (^^^ + Fdv )dE _^yEG-^ F' dvdw 

= ^^^^^ (If du + 'f,dv) - 2 VEG::rr^dvd.^ 

und hieraus schliesslich 

l F dE , , 1 F dE , . 1 dE 



(5) VEG^F'^dw^--^ ^^du+ -^ -^ ^jdv + --^du 



oder auch 



dF . 1 dG . 

^— du — - ö— at; 

dt« 2 du 



1 F ,^ . 1 a^ , ^jP , 1 a6? 



(6) VEG^F^dw = -^dE + -'^du^^^du-~^^dv. 

Aus (3) und (4) ergibt sich noch 

/n\ I E du . F 

(7) ctg w; = -^-==-1 3;: + 



yji^G^ — 2^2 dv ' yjEG — F^ 
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Würde man aus (5) und (7) w eliminfren, so erhielte man wiederum 
die Gleichung § 53 (9). 

Bei Einführung der Grössen J [§ 28 (18)] lässt die Formel (5) 
sich schreiben: 

(8) Y ^^ =^ """ (<^2^^* "f" J'idv) . 



§55. 

Bevor allgemeine Sätze aus der Theorie der geodätischen Linien 
entwickelt werden, sollen die Gleichungen dieser Curven für specielle 
Flächen aufgestellt werden. 

1) Es sei eine Kugel gegeben durch die Gleichung 

x^ + y^ + z^=^B\ 
Die Differentialgleichung der geodätischen Linien wird [§ 53 (6)]: 

X y z 

dx dy dz = . 

d^x d?y d^z 

Multiplicirt man die zweite und dritte Colonne dieser Determinante 
mit den willkürlichen Constanten G und C und addirt sie zur ersten, 
so ergibt sich die Gleichung 

^+ Cy+ C'z, y, z 
dx -{- Gdy -{- C'dZy dy , dz =0, 

d^x + Cd?y-\'Cd^z, d^y, d^z 
welche durch 

x + Gy + az = 

befriedigt wird. Diese, durch den Mittelpunkt der Kugel hindurch- 
gehende Ebene bestimmt auf der Fläche die geodätische Linie. Man 
erhält also das bekannte Resultat, dass die gesuchte Cuitc ein Haupt- 
kreis der Kugel ist. Denkt man sich die Constanten C, C durch 
Angabe zweier Punkte A^, A^ bestimmt, zwischen denen sich die 
Curve erstrecken soll, so ist natürlich nur der eine der beiden Bogen 
AqA^ der kürzeste Weg zwischen diesen beiden Punkten. 

2) Die Gleichung eines dreiaxigen Ellipsoids ist 

^ 4- 1! -i- ?! — 1 

die Differentialgleichung seiner geodätischen Linien 



X 

dx 
d'x 






dy dz 
d?y d^z 



= 
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oder entwickelt • 

(1) ({, d'z - {, iPy) dx + (f d'x - {, (P^) dy 

-\-(^.<py-i.d'^)dz==o. 

Diese Gleichung kann mit Hilfe des ersten und zweiten Differentials 
der Flächengleichung: 

(2) ^^dx + f,dy+^dz^O 

(3) -rf«x + |,^^y+-;,.i^. + '^' + ^^ + ^' = 

umgeformt werden. Bezeichnet A einen Proportionalitätsfactor, so folgt 
aus (1) und (2): 

Xdx =^{^d'x- -J cf ^) |. - (5 <Py - {-, d'x) ^, 

und zwei ähnliche Ausdrücke für Ady, Xd^. Es werde noch zur Ab- 
kürzung gesetzt: 

_ 4_ -^ 4- _ -- TT 

ä^ '^ ~b'"~^ ~c* "" ^' 

dann ergibt sich mit Benutzung von (3): 



Xdx = ücPx + F 



y 



kdy^Ud'y+ Ff, 



2 



A<?«= Ud^g+ VAi- 
Multiplicirt man diese Gleichungen mit dx, dy , dz, dann mit -.j, 



a* 



-rf , — und addirt^ so wird 

(4) Xds^=Udsd^s 

(5) AF=y(CrdF+ Fd[7). 

Bei Elimination von A aus (4) und (5) wird die Differentialgleichung 
(1) in veränderter Form wieder erhalten. Es folgt 
,ßx ^d^s du , dV 

und nach ausgeführter Integration: 
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für A als willkürliche Constante. Setzt man für TJ uud V ihre Werte 
ein, so wird das erste Integral der DiflFerentialgleichung der geodäti- 
schen Linien: 

(7) Aidx^ + äf +d.^) = (f : + g + 'i) (¥ + 1;? + "f) ■ 

Diese Relation, welche, beiläufig bemerkt, auch für die Krüm- 
mungscurven gilt, hat eine einfache geometrische Bedeutung. Um zu- 
nächst den geometrischen Ausdruck des ersten Factors der rechten 
Seite zu finden, denken wir uns im Punkte (x y z) die Tangentialebene 
an das Ellipsoid gelegt. Ihre Gleichung ist 

x'x . yy . z z _ ^ 

Bringt man sie auf die Form 

X cos a -\- y cos ß' + / cos y' = p , 

in welcher p den Abstand der Ebene vom Anfangspunkt der Coordi- 
naten, «', /3', y die Richtungswinkel von p bezeichnen, so ergibt sich 
durch Vergleichung: 



P 
woraus 



Es seien ferner a, ß, y die Richtungswinkel der vom Punkte (rr, t/, z) 
nach dem Punkte {x -\- dx, y -\- dy, z + dz) gehenden Fiächentangente, 
welche zugleich Tangente der betrachteten Curve sein soll. Dann sind 
dXy dyj dz dieselben Grössen wie in (7), und man hat 

dx 



X 


cos p y cos y 


2 


a'^ 


p b^' p 


" C*' 


1 

P' 







dy n dz 

= cos a , -T^ = cos p , ,- = COS v . 
' ds ^' ds ' 



ds 
Daher geht (7) über in: 

. 1 /cos^a ^^ cos^ ß ^^ cos* y\ 

p^ \~^^ "^ ~W + ~c«~/ ■ 

Endlich bezeichne d den Halbmesser des Ellipsoids, dessen Richtungs- 
winkel a, ßj y sind, so sind die Coordinaten seines Endpunktes 
d . cos a, d , cos ß, d . cos y; und da diese Coordinaten der Gleichung 
des Ellipsoids genügen, so wird 

,2 / cos^ a . COS'P , C08«_y\ _ . 
^M a* "T- ^2 -f ^2 ) — ^' 

Demnach erhält man schliesslich aus (7): 

oder 

(8) pd = const. 

Knoblauch, Flächentheorie. 10 
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Dies gibt also folgendes Resultat: Legt man in irgend einem Punkte 
einer geodätischen Linie (oder Krümmungscurve) des EUipsoids eine 
Tangentialebene an die Fläche und construirt ausserdem den Halb- 
messer des EUipsoids, welcher der Tangente in demselben Punkte der 
Curve parallel ist , so ist das Product dieses Halbmessers mit dem 
Abstände der Tangentialebene vom Mittelpunkte längs der ganzen 
Curve constant. 

Man kann die Gleichung (7) noch einmal integriren, wenn man 
sie nach Jacobi durch Einführung der elliptischen Coordinaten trans- 
formirt. Zunächst folgt durch logarithmische Differentiation der Glei- 
chungen § 42 (14): 

-j X / du _i_ ^'^ \ 

^^ — — Y \S^^=1* -r if^-z^) , . • • 

Setzt man diese Werte in die Differentialausdrücke ein, welche in (7) 
vorkommen, so folgt durch eine leichte Rechnung, in welcher die Re- 
lationen 



a« 



j ^: I ^-1 = 

\^ (h* /.2\ //»2 -r,a^ \^ /-/.a /.a^ A/.« h^\ ^ 



(a« — &«) (a* — c*) ' (6* - c^) (b^ ~ a^) ' (c^ — a«) (c* - ö*) 



(6' 


^^*" 


c^) (ö^ ~ 
5* 


a') 


(6« 




c^) (6^ — 


a^) 




(C' 


' + o«) &« 





(a^ — h'') (a« — c") "^ (6* — c^) (6^ — a^) + (c^ — a*) (c« — h^) 

'A I fh^ ^2\ rh-i /,2\ ~r /^2 7>58\ /'«« «2\ ^ 



(a« — b^) (a^ — e) ' (ö^ — c^) (6^ — a*) ' (a* — 6=*) (a* — c*) 
gebraucht werden: 
(9) d^ + rfj/« + d^ = ^^ {^ - •^') 

(10) ^' + |i'+5^="-^('-5'-^'), 

worin zur Abkürzung 

|C7=(a^-te)(6«-te)(.^-u) 
'^^^^ 1 V^^ia" - v) (6^ - V) {c^ - v) 

gesetzt ist. Ferner wird 

Substituirt man (9, 10, 12) in (7) und führt noch an Stelle von Ä eine 
neue Constante C durch die Gleichung 

A ?- 

I a-b^c^ 

ein, so ergibt sich 

j^u — V (udu^ vdv^\ u — V (du^ dv^\ 

oder 

\^^J {C — u)U ~ {G — v) V * 
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Hier sind die Variablen getrennt. Setzt man für TJ und V ihre Werte 
wieder ein und integrirt, so erhält man als Gleichung der geodätischen 
Linien auf dem Ellipsoid 

yu du 



J\ 



(14) J y(C - u) (a» - u) (b' - u) {c' - u) 

± Yv dv 



- 



+ C'. 



y (fi — «) (o« — V) (6" — v) {c* — v) 
Das Problem der Aufsuchung dieser Curven ist damit auf Quadratu- 
ren, und zwar auf die Ausführung hyperelliptischer Integrale zurück- 
geführt. Ist das Ellipsoid ein Rotationsellipsoid, so reduciren sich, 
wie im nächsten Paragraphen auf anderem Wege gezeigt werden soll, 
die Integrale auf elliptische. 

§56. 

Es seien jetzt die geodätischen Linien für eine beliebige Rota- 
tionsfläche zu ermitteln, deren Gleichung ist 

(1) e - f{u) = 

für w* = a?^ + y^ Durch ein Verfahren, wie es im vorigen Para- 
graphen für das Ellipsoid angestellt wurde, ergibt sich zunächst, dass 
die Differentialgleichung der Curve durch ein System von drei Glei- 
chungen ersetzt werden kann, deren erste ist 

^dx = (JFi^ ^ p2 ^ F^^)d^x - {F,dH + F^cPy + F^d^z) F, . 
Dabei ist für unsern Fall zu nehmen 

Multiplicirt man die drei Gleichungen mit dx, dy ^ dz und addirt, 

so folgt 

iids" = {F,^ + F^^ + F^^)dsdH 
oder 

(2) iLds = {f{uf + l)d''s. 

Multiplicirt man ferner die erste der Gleichungen mit F^, die 
zweite mit F^ und subtrahirt, so ergibt sich 

(L{F,dx - F,dy) = {F,' + F,' + F,') (F.d^x - F.d'y) 

oder speciell für die Rotationsfläche 

(3) ^ (ydx - xdy) = {f\uf -f 1) {yd^x - xd^y) . 

Aus (2) und (3) erhält man die Differentialgleichung der geodätischen 

Linie durch Elimination von {l in der Form 

, . yd'^x — xd^y d^s 

^ ^ ydx — xdy , ds ^ 

10* 
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deren beide Seiten vollständige Differentiale sind. Das erste Int6- 
gral ist 

(5) xdy — ydx = Cds 

und wird zweckmässig durch Einführung von Polarcoordinaten trans- 
forinirt. Setzt man nämlich 



X = u cos V 



so kommt 



und (5) geht über in 
(6) 



• y = w sm r , 
xdy — ydx = u^dvy 

2 ^ _ ^ 
^^ ds — ^' 



Diese Gleichung stellt einen einfachen geometrischen Satz dar, wel- 
cher schon von Clairaut angegeben worden ist. Es 
seien die beiden Meridiane gezeichnet, deren Winkel 
= rft;ist, sodass AB = udv der unendlich kleine 
C Bogen des Parallelkreises vom Radius u ist, welcher 

^ zwischen beiden Curven liegt. Ferner sei CAB = a 

der Winkel, welchen das Element AC = ds der 

geodätischen Linie mit dem Parallelkreise bildet. 

Dann ist 

AB 




Fig. 5. 



^^=cos«, 



und die Gleichung (6) liefert 

u cos a = Cy 

d. h.: Multiplicirt man den Radius eines Parallelkreises mit dem Cosi- 
nus des Winkels, welchen eine geodätische Linie mit diesem Kreise 
bildet, so ist das Product längs der ganzen Linie constant. 

Die Gleichung (6) lässt eine weitere Integration zu, wenn man 

noch 

ds^ = (1 + fiu)^) dti^ + ti^dv^ 

einfährt. Dann wird 

u\u^ - C') dv^ = C\l + f{u)^) du^ , 

eine Formel, deren Integral ist 



u 



m 



' - c/ YWWr '-:- + c: 



Wo 



Das Problem der Aufsuchung der geodätischen Linien auf den Rota- 
tionsflächen ist damit auf Quadraturen zurückgeführt. 
Es sei speciell ein Rotationsellipsoid gegeben: 

^+yl _i- ?-' — 1 
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Hier ist 



f(u)=cyi-^,, 



woraus 

cu 



f{u) = - 



«Y^-S' 



Das auszuführende Integral wird, wenn man u^ = u setzt, abgesehen 
von dem Factor — , 



/' ]/ g* — (g^ - c ^) u^ ^ ^ JL /' /~ä* — («' — c -) tt^ ^ ^ 

Macht man die Wurzel im Zähler rational, indem man 

setzt, so steigt der Radicandus im Nenner auf den vierten Grad. Die 
Aufgabe führt also auf elliptische Integrale, v^ie bereits p. 147 an- 
gegeben wurde. 

§57. 

Die Resultate der beiden letzten Paragraphen sind Specialfälle 
eines von Liouville gefundenen Satzes, nach welchem man für eine 
grosse Classe von Flächen die geodätischen Linien durch Quadraturen 
finden kann. Die Grundlage des Satzes bildet der Zusammenhang 
zwischen der Theorie dieser Linien und gewissen Problemen der ana- 
lytischen Mechanik. Eine geodätische Linie erscheint nämlich 1) als 
Gleichgewichtscurve eines vollkommen biegsamen , unausdehnbaren 
Fadens, welcher über eine Fläche ausgespannt wird, ohne dass andere 
Kräfte als die Spannung auf ihn wirken; 2) als Bahn eines materiellen 
Punktes, welcher ohne Einwirkung beschleunigender Kräfte sich auf 
einer Fläche bewegt. Halten wir uns an die letztere Thatsache und 
stellen die Bewegungsgleichungen in der zweiten, von Lagrange ge- 
gebenen Form auf: 

^ dj __dT ^Q 

dt dv dv ' 

f dl) 

T=^m (^*)' = l- m (Ell' + 2Fuv' + Gv') 
gesetzt ist, für m als Masse des gegebenen Punktes. Die Gleichungen 



(1) 


d dT 
dt du 


dT 

du ^' 


in welcher 




, du 

» dt ' 
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werden besonders einfach^ wenn man tt und v als isometrische Coor- 
dinaten voraussetzt; denn man erhält 

, dt V^ dt) 2 du \\di/ "T" \di) ) 

(2) { 

dt V^ dt) 2 dv \\dt) "^ \dt) )~ 

Das Princip der Erhaltung der lebendigen Kraft besagt hier, dass die 
Geschwindigkeit des Punktes constant ist: 

und es ergibt sich durch Combination mit der ersten Gleichung (2): 

dix^'di) ~2E'du 
oder 

, dE du 



w i (i- (W 



cu dt 



? E 
Diese Gleichung lässt sich integriren, wenn ^— eine Function von 

u allein^ oder 

(5) J5; = g>(M) + ^(t;) 
ist; und man findet: 

(6) E' (^y = Äi<p(u) + C) 

für C als Integrationsconstante. Weiter folgt aus der Gleichung (3): 

(7) E^(^y^Aitiv)-C), 

und durch Elimination von dt aus (6) und (7) als DiflFerentialgleichung 

der Bahncurve 

r^y^ du dv 

Hierin sind die Variablen getrennt. Die geodätischen Linien können 
also immer dann durch Quadraturen gefunden werden, wenn sich ein 
isometrisches Coordinatensystem auf der Fläche angeben lässt , für 
welches E die durch (5) definirte Form hat. Im Falle der Rotations- 
flächen und der Flächen zweiten Grades bilden die Krümmungscurven 
ein solches System (§ 43). 

Der Liouville'sche Satz kann auch direct mit Hilfe der Formeln 
des § 54 bewiesen werden. Aus (3, 4, 7, 5) dieses Paragraphen folgt 
nämlich für E^G, F=0: 
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Edw = -TT -r, du — - -^— dv, 

y 2 ov 2 du 

Multiplicirt man die beiden ersten üleichungen mit der letzten und 
führt auch rechts die trigonometrischen Functionen von w ein, so er- 
gibt sich 

Ed (sin^ w) = -w- cos* w dv — -^— sin* w du . 

^ '^ cv du 

Ist jetzt E = q>{u) + V'(^); so kann diese Relation geschrieben werden: 

q){u)d{%\n^ w) + 9)'(w)sin* w du == ^(t?)dt(cos* w) + ^'(^) ^^^^ ^ ^^ 
und liefert das Integral 

(10) 9(1*) sin* w — ^(v) cos* w = C 

oder 

(11) *g«' = d;i = *y^«yTü'. 

d. h. wieder die Gleichung (8). 

Auch die Bogenlänge einer geodätischen Linie kann unter der 
gemachten Annahme durch Quadraturen bestimmt werden. Aus (9) 
ergibt sich nämlich 

(12) ds == yE (cos w du + sin w dv) , 

und aus (10): 

, -i/«p(w) + C . , 1/1/; (v) - C 

COS e«; = + y ■^^^-^- — , s\nw = + sy -^-^^^ — > 
mithin wird: 

(13) s = ±fy<p{u)-\'Cdu ± 6fyt{vy-~cdv + c\ 

§58. 

Kehren wir nunmehr zu allgemeinen Sätzen über geodätische 
Linien zurück. Von einem beliebigen Punkte Ä einer Fläche aus 
seien nach allen Richtungen hin derartige Curven gezogen, die Fläche 
jedoch so begrenzt, dass dieselben sich nicht zum zweiten Male schnei- 
den. Nimmt man eine beliebige von ihnen als erste an, so kann jede 
andere Curve der Schaar durch Angabe des Winkels v bestimmt wer- 
den, welchen ihre Tangente im Punkte Ä mit der Tangente der ersten 
bildet. Wir denken uns ferner auf den geodätischen Linien von Ä 
aus gleiche Bogenlängen ÄBy ÄB\ AB", . . , = u abgetragen. Der 
geometrische Ort der Endpunkte B, B\ , , . dieser krummlinigen 
Strecken ist eine Curve, welche als geodätischer Kreis bezeichnet 



Tf^r-it^-n. %fj\L L'abei i^t jedoch f-eiiiLLalien. ca^ä eine solche Linie im 
A.lr*2ieinf:ii nicht «elbst eine grC-iitii-iLe ist. Gib* man dem h andere 
T:iii aciere Werte, so erbalt man eine ganze Schaar geoiäuscber Kreise, 
T^n welchen behauptet wird, da=* sie ?2innitlich die geodätischen 
L.nl^n enter rechten Winkeln ä<:hne:i'en. Uc; diesen Satz zn beweisen, 
n^r.men wir zonächst die beiden Carrenachaaren als Coordinateulinien 
an, wa3 offen l>ar gestattet ist, da d:irch jeden beliebigen Punkt des 
Flüchenstaekes eine geodätische Linie r = conit. iind ein geodätischer 
Kreis u = const. hindurchgeht. Das so gewählte Coordinatensystem 
erf'lllt nur im Punkte A nicht die im § 3 festgesetzten Bedingungen, 
wohl aber für Punkte in beliebiger Xähe rcn A^ Stellt man jetzt die 
Bedingung dafür auf, dass die Linien r = const. geodätisch sind, oder 
das3 die Differentialgleichung § 53 1 durch rfr = erfüllt wird , so 
ergibt sich 

a;' E{'X-\'^)-\F^.^=^(i oder j; = 0. 

I?it ferner rf/ das von einem beliebisen Punkte der Curve t* = const 
ausgehende Linienelement dieser Curre, so ist 

rf/* = Eihr, 

woraus, da u selbst die Bogenlänge der geodätischen Linie bezeich- 
nete, ds' also gleich du ist, 

E= 1 



0, 



sich ergibt. Setzt man dies in (li ein, so folgt 

cF ^ 

cu 

d. h. F ist Function von v allein oder hat längs jeder einzelnen geo- 
dätischen Linie denselben Wert Um letzteren zu finden, nehmen wir 
u unendlich klein an; dann geht der geodätische Kreis u = const. in 
einen ebenen Kreis über, und AB, AB*, . . . können als geradlinig, 
nämlich als die Radien dieses Kreises betrachtet werden. Hiemach 
stehen die geodätischen Linien auf der Peripherie des Kreises senk- 
recht , und der , allen Punkten von v = const. gemeinsame Wert von 
F wird: 

Die Orthogonalität der von A ausgehenden geodätischen Linien und 
der geodätischen Kreise ist damit bewiesen. Die vorher eingeführten 
Coordinaten w, v, welche mit diesem Curvensystem zusammenhängen, 
sollen als geodätische Polarcoordinaten bezeichnet werden. 

Der eben bewiesene Satz kann als Specialfall eines anderen auf- 
gefasst werden, dessen Voraussetzungen folgende sind. Es sei auf der 
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Fläche eine beliebige Curve angenommen, deren Punkte als eindeutig 
durch eine Variable v bestimmt vorausgesetzt werden. In irgend 
einem Punkte A sei eine geodätische Linie gezogen, deren Tangente 
auf der Curventangente senkrecht steht. Eine solche Linie soll eine 
geodätische Normale der Curve heissen. Sie ist durch Angabe des 
Wertes v bestimmt, welcher dem Punkte A zugehört. Denkt man 
sich die ganze Schaar geodätischer Normalen längs der angenommenen 
Curve construirt und auf ihnen allen von der Curve aus nach einer 
bestimmten Richtung gleiche Bogen u abgetragen, so bilden die End- 
punkte der Strecken eine neue Curve, w = C. Wird u innerhalb ge- 
wisser Grenzen variirt, so entsteht eine Schaar von Linien, welche 
sich nirgends schneiden und daher als geodätische Parallelen oder 
kurz als Parallelcurven bezeichnet werden sollen. Stellt man jetzt die 
Bedingung dafür auf, dass v = const. eine geodätische Linie ist, so 
ergibt dieselbe Rechnung wie vorher (in welcher nur v eine andere 
geometrische Bedeutung hat), dass F allein von v abhängen kann. 
Nun ist für u = und für alle Werte von v JF = 0, da die ursprüng- 
liche Curve, welche zu der Schaar u = const. gehört, auf den Linien 
t' = const. senkrecht steht. Demnach ist allgemein F=0, d. h. die 
geodätischen Parallelen schneiden die geodätischen Normalen unter 
rechten Winkeln. Die krummlinigen Coordinaten u, v, welche sich auf 
diese Curvenschaaren gründen, werden als geodätische Parallel- 
coordinaten bezeichnet. Die letzteren und die geodätischen Polar- 
coordinaten fasst man unter dem Namen orthogonal-geodätischer 
Coordinaten zusammen. 

Lässt man in dem zweiten Satze die gegebene Curve in einen 
Punkt degeneriren, so erhält man den zuerst bewiesenen wieder. 

Die Bedingungen 

sind für orthogonal-geodätische Coordinaten w, v nicht nur notwendig, 
wie eben abgeleitet, sondern auch hinreichend. Denn führt man sie 
in die Differentialgleichung der geodätischen Linien ein, so ergibt sich 
die Gleichung 

(2) w du^dv + -TT ^- dudv^ + — ö -^r- dv^ 

+ G(dud'v — dvd^u) = , 

welche durch dv = erfüllt wird. Die Linien v = const. bilden also 
eine Schaar geodätischer Linien , und die Curven u = const. stehen 
(wegen jP= 0) auf ihnen senkrecht. 

Allgemein dient die Gleichung (2) zur vollständigen Bestimmung 
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der geodätischen Linien auf einer Fläche, wenn eine specielle Scbaar 
solcher Curven und die Schaar ihrer orthogonalen Trajectorien be- 
kannt ist So ist z. B. für die Rotationsflächen J? =» 1, JF == 0, wenn 
die Linien ii = const. die Parallelkreise, v =» const. die Meridiane dar- 
stellen (§ 19). Ausserdem ist für diese Flächen 

sodass für ti als unabhängige. Variable (2) übergeht in 

(3) fi») ai^ + Y «P(«) 9>'(«) ©' + 9 («) il = 0. 

Setzt man 

dv , 
— - = t; 
du 

und dividirt durch (p(u)j so erhält man die Diflferentialgleichung erster 
Ordnung 

du ^ 2 ^ ^ "^ ' qp (w) ' 

welche durch die Substitution 

v"^ == w 
in die lineare 

(4) ^ 2 ^-( «(; — 9 (ti) = 

transformirt wird. Das Integral derselben findet sich nach bekannten 

Methoden: 

w = Ä (p(uy — (p(u)y 

woraus bei Benutzung der Transformationsgleichungen und noch- 
maliger Integration 

(5) v= f~= 

folgt, wenn die zweite Integrationsconstante als in dem Integral ent- 
halten gedacht wird. Die Gleichung (5) kann nur der Form nach 
von der in § 56 abgeleiteten (7) verschieden sein, und wird in der 
That in diese übergeführt, wenn man die Beziehung zwischen der 
Variablen ii und derjenigen Grösse berücksichtigt, welche im § 19 
ursprünglich mit ti bezeichnet wurde, und wenn man ausserdem 

jjL ^^ "pg setzt. 

Ueber die dritte Fundamentalgrösse 6r ist allgemein noch Fol- 
gendes zu bemerken. Es sei 

gesetzt, und es bezeichne ds'' das Linienelement einer Curve u = const. 
Dann ist 



du 



Besondere Curven und Coordinatensysteme auf einer Fläche. 155 

ds" = mdv , s" =Jmdv , 



wenn der Bogen s" von dem Durchschnitt der betrachteten v-Linie mit 
der ersten geodätischen Linie an gerechnet wird. Sind nun m, v spe- 
ciell geodätische Polarcoordinaten, so zieht sich mit abnehmendem u 
die Curve u «= const. mehr und mehr um den Pol zusammen , sodass 
auch s' unabhängig von der oberen Grenze v zu Null abnimmt. Dem- 
nach hat man 

m = für t« = 0. 

Für sehr kleine u ist, wie oben bereits bemerkt, die Trajectorie der 
geodätischen Linien als Kreis zu betrachten; daher wird ds' = udv. 
Andererseits erhält man mit Benutzung des eben gefundenen Resul- 
tats und bei Vernachlässigung der unendlich kleinen Grössen höherer 

Ordnung: 

(dm\ 

daher ist 

^— = 1 für li = , 

du 

Für i;= 1, F=0 ergibt sich 

(6) I 7"__i_^ r'__L^ 7"_J_^ 

und die Gauss^sche Relation lässt sich in die einfache Form setzen 

oder 

Die übrigen Formeln, welche für orthogonal -geodätische Coordinaten 
aus § 37 folgen würden, sollen nicht aufgestellt werden. 

§ 59. 

Im vorigen Paragraphen wurden die geodätischen Kreise und die 
geodätischen Parallelcurven als orthogonale Trajectorien gewisser 
Schaaren von geodätischen Linien definirt. Es sei jetzt die Bedingung 
aufzusuchen, unter welcher eine Curvenschaar 

(1) q){u, v) = const. 

durch solche Trajectorien gebildet wird. Um diese Aufgabe mit Hilfe 
der Resultate des § 58 lösen zu können, fassen wir sie als eine Frage 



EG— F' 
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der Coordinaten- Transformation auf. Die Curvenschaar (1) bilde zu- 
sammen mit der Schaar geodätischer Linien, auf welcher sie seuk- 
recht steht, das System der Coordinatenlinien, und zwar werde 

9>(w, v) == u 

gesetzt, während t;' = const., für v als eine zweite Function ^ von 
ti und v, die geodätischen Linien darstellt. Dann ist für die neuen 
Coordinaten 

Benutzt man die Ausdrücke von JE', F\ G\ welche die Transforma- 
tion der Coordinaten liefert [§ 5 (12)], und setzt u =(p, v=^ip^ so 
erhält man: 

(2) E (i^y _ 22^ 1*? I? + G M' ^EO- F' 

^ ^ \ov/ , ov du ' \()uf 

^ ^ dv dv \dv ^t* "I" dv du) ~^ du du 

(4) E (1^)' _ 2F 1^ 1^ + G g-^)' = 

^ ^ \cv/ cv cu ' \cuJ 

Die Gleichung (2) gibt die gesuchte Bedingung für q>. Wird zur Ab- 
kürzung 

V^t;/ dvdu~^ \du/ ^i / \ 
^G-ir>^ = ^ (9') 

geschrieben, so nimmt sie die Form an 

z/i(<p) = l. 

Setzt man für 9? die eindeutige und eindeutig umkehrbare Function 
f{q))j stellt demnach die betrachteten Curven durch 

f{g)) = const. 

dar, so geht die Gleichung über in 

Angenommen, man sei umgekehrt auf irgend einem Wege auf 
die partielle Differentialgleichung 

(5) J'(q>)=g(<p)- , , 
geführt worden, so kann man zu einer Einsicht in die Natur der 
durch sie dargestellten Curven direct in folgender Weise gelangea. 
Man definire eine Function f(q)) durch die Gleichung 

so liefert (5): 
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Mit anderen Worten, jene Gleichung lässt sich auf die einfachere 

z/^(g)) = 1 reduciren. Nimmt man nun die Curven f{q)) = const. oder 

9 = const. zu Coordinatenlinien, setzt also etwa f((p) = ii^ so erhält 

man weiter 

G^EG — F\ 

Die zweite Schaar der Coordinatenlinien sei zu der ersten senkrecht, 
so ist jP = 0, mithin JE = 1. Diese Bedingungen charakterisiren aber 
die durch (5) definirten Curven als orthogonale Trajectorien einer 
Schaar geodätischer Linien, deren Bogenlänge gleich u ist. 

Um zu der Bestimmung aller möglichen geodätischen Parallelen 
oder geodätischen Kreise auf einer gegebenen Fläche zu gelangen, hat 
man hiernach die Gleichung ^^(9?) = 1 allgemein zu integriren. Ist 
diese Integration geleistet, so dient die Gleichung (3), aus welcher ^ 
zu bestimmen ist, zur Darstellung der geodätischen Linien ip = const., 
deren orthogonale Trajectorien die Curven 9.= const. sind. Endlich 
gibt (4) den Wert von G' und damit die vollständige Bestimmung 
des Linienelements unter Zugrundelegung der Coordinaten 9), ^. 

Bei der Lösung der partiellen Differentialgleichungen (2) und (3) 
treten zwei willkürliche Functionen auf — ein Umstand, dessen geo- 
metrische Bedeutung folgendermassen erkannt wird. Zunächst ist die 
Schaar der Curven 9? = const. nur dann völlig bestimmt, wenn eine 
von ihnen gegeben ist, welche wie im § 58 als Ausgangslinie der 
geodätischen Normalen betrachtet wird. Ferner kann man zur Fixi- 
rung ihrer einzelnen Punkte und damit auch der geodätischen Linien 
an Stelle der vorher mit v, jetzt mit ^ bezeichneten Variablen eine 
beliebige Function derselben verwenden. In der That wird, wenn ^ 
eine Lösung von (3) ist, das allgemeine Integral dieser Gleichung 
durch eine willkürliche Function von tj) gegeben. 

Uebrigens ist nach Auffindung des allgemeinen Integrals von (2) 
zur Bestimmung von ^ keine neue Integration erforderlich. Ange- 
nommen nämlich, es sei 

dieses Integral, m die in P enthaltene willkürliche Function. Das 
Argument der letzteren ist eine bestimmte Function von u und v, 
welche durch Integration des, zu der partiellen Differentialgleichung 
(2) gehörenden Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen gefunden 
wird. Ist nun (o^ eine Function desselben Arguments, h eine willkür- 
liche Constante, so kann man in P co durch o + Aco^ ersetzen, weil 
dieser Ausdruck einer willkürlichen Function äquivalent ist. Ent- 
wickelt man (p nach Potenzen von h und bezeichnet mit Q den Coef- 
ficienten der ersten Potenz, sodass 
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wird, setzt ferner die Ausdrücke 

^9 _ a p , ;^ ae , 

du i^M ' du*~ ' 
in (2) ein, so wird der Annahme nach 

und damit der Coefficient von h verschwinde, muss 

\ dv du/ dv \ dv du/ du 

sein. Die letztere Gleichung ist aber mit (3) identisch, wenn man 
9 = P, ^ = ^ setzt. Mit anderen Worten, es gibt 

eine Lösung der Gleichung (3). — 

Es seien jetzt die beiden Schaaren der Coordinatenlinien geodä- 
tische Parallelen. Dann kann man setzen 

oder 

EG-F^ ^' EG—F* ^ 
oder endlich 



(6) E = G, F = yE{E—l), 

und die Grössen u, v sind die geodätischen Abstände eines Flächen- 
punktes von zwei willkürlich angenommenen Curven. Wir führen 
eine neue Coordinaten-Transformation aus, indem wir setzen 

^rj\ U + V , U— V , 

also 

^ = ^ = 1- at?^ ^ dv _ 1 

du dv 2 ' du -dv 2 ' 

Durch Substitution in die Gleichungen § 5 (12) folgt: 

. ^' ^ Wl I ^ \ 

E' G' - F"" ^ V^ EG — FV 



(8) 



E 



'G' - F"'~ 2 V EG — FV' 



Die mittlere Gleichung besagt, dass die beiden Curvenschaaren u = 
const. , V = const. sich unter rechten Winkeln schneiden. Nun ist 
nach (7) eine Curve u = a der geometrische Ort eines Punktes, für 
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welchen die geodätischen Abstände von zwei festen Curven die con- 
stante Summe 2a haben, und für eine Curve v =1) tritt die Differenz 
an die Stelle der Summe. Man hat demnach folgenden Satz: 

Nimmt man auf eiuer Fläche zwei Curven willkürlich an und 
denkt sich die beiden Schaaren von Linien construirt, für deren Punkte 
jedesmal die Summe resp. Differenz der geodätischen Abstände von 
jenen beiden Curven constant ist, so schneiden sich diese beiden 
Schaaren gegenseitig unter rechten Winkeln. 

Speciellere Sätze erhält man, wenn man eine der beiden festen 
Curven oder beide in Punkte degeneriren lässt. 

Eliminirt man aus der ersten und dritten Gleichung (8) F durch 
Addition, schreibt ferner E, F, G für E', F\ 6r', so ergibt sich: 

Werden die beiden eben definirten Curvenschaaren zu Coordinaten- 
linien gewählt, so sind die Fundamentalgrössen. durch die Gleichungen 

(9) E+ G^EG = 0, F=0 

verbunden. 



III. Abschnitt. 
Transformation binärer Differentialformen. 

§ 60.. 

Aus den, in den beiden ersten Abschnitten angestellten Entwicke- 
lungen geht hervor, dass die Lehrsätze und Aufgaben der Flächen- 
Geometrie mit der Theorie zweier Ausdrücke der Form 

in engem Zusammenhange stehen. Es wurde nämlich das Quadrat des 
Linienelements ds einer Fläche durch die Grösse 

Edu^ + 2Fdudv + Gdv" = A 

dargestellt, während — , für (> als Krümmungsradius des zu ds ge- 

hörigen Normalschnitts, durch den analog gebildeten Wert 

Ldu^ + 2Mdudv + Ndv' = B 

repräsentirt wird. Ausser diesen beiden binären quadratischen Differen- 
tialformen sind im Laufe der Untersuchung noch zwei andere einge- 
führt worden: das Quadrat des Linienelements dö der Gauss'schen 
Kugel, welches sich als homogene lineare Function von Ä und B 
darstellen Hess, und die Form F, deren Quadrat als homogene Func- 
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tion zweiten Grades derselben Grosse bestimmt werden konnte. Im 
zweiten Abschnitt sind speciell die Curvensysteme behandelt worden, 
zu welchen man durch Nullsetzung von Ay 5, F gelangt. Und zwar 
lieferte F = die Krümmungslinien, ^ = für negatives Krümmungs- 
mass die Asymptoteneurven. A kann für reelle Linien, mit welchen 
wir es hier ausschliesslich zu thun haben, nicht verschwinden; doch 
führte das Problem der isometrischen Curven auf die Integration der 
Differentialgleichung A = 0. Die Vereinfachungen , welche für die 
wichtigsten flächentheoretischen Formeln beim üebergange von dem 
allgemeinen zu dem jedesmaligen besonderen Coordinatensysteme ein- 
treten, sind in den einzelnen Fällen angegeben worden. 

Für die Flächentheorie ist es wesentlich, dass die sechs Coef- 
ficienten der beiden Differentialformen A und B durch drei Relationen, 
die Fundamentalgleichungen, mit einander verbunden sind. Von diesen 
enthält eine die Grössen jL, Jf, N nur algebraisch, dagegen die Diffe- 
rentialquotienten von Ej I\ G bis zur zweiten Ordnung hin; die bei- 
den anderen führen Ableitungen erster Ordnung aller sechs Coefficienten 
mit sich. 

Die Aufgabe der simultanen Transformation zweier binären Diffe- 
rentialformen 2. Grades, zwischen deren Coefficienten die drei Funda- 
mentalgleichungen stattfinden, kann nach dem Obigen als ein Grund- 
problem der Flächentheorie bezeichnet werden. Als eine Aufgabe 
charakterisirt sich dabei die Transformationstheorie namentlich inso- 
fern, als die Frage nach invarianten Ausdrücken gestellt wird. Die 
Bedeutung derartiger Werte, welche die Eigenschaft haben, bei der 
Transformation ungeändert zu bleiben, tritt vom geometrischen Ge- 
sichtspunkte aus besonders deutlich hervor. Während einerseits in- 
variante Grössen durch die Transformationstheorie geliefert werden, 
so gestattet bei anderen Ausdrücken die geometrisch evidente Unab- 
hängigkeit vom Coordinatensystem einen Rücksehluss auf die Invarianz 
bei der Transformation. 

Die Hauptresultate der Theorie der binären quadratischen Diffe- 
rentialforraen , insofern sie für die Flächen theorie verwertet werden 
sollen, werden in diesem Abschnitt zu entwickeln sein. Und zwar 
bleiben wir zunächst bei der Transformation einer solchen Form 
stehen. 

§ 61. 

Es sei 

a^^du^ -\- 2a^.j,dudv + ci^^dv^ ^ A 

eine gegebene Form. Ihre Coefficienten a^j, «j2; ^22 ^^^^ endliche und 
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stetige Functionen der Variablen u und v für alle Wertsysteme eines 
gewissen Bereiches; und dieselben Eigenschaften sollen auch den sue- 
cessiven Ableitungen der a,* nach u xxniv zukommen, soweit dieselben 
im Folgenden gebraucht werden. Wo es der Uebersichtlichkeit wegen 
zweckmässig erscheint, wollen wir die Zeichen t* und v durch u^ und 
Wg ersetzen und die Form A selbst in der Gestalt 

Uaikdtiiduk 
schreiben. Dabei erhält jeder Index i, k die Werte 1, 2, und es wird 

für i *^k aki = ««* vorausgesetzt. 

Es werde jetzt ein System neuer Variablen u, v oder %', ii^ 
eingeführt/ welche Functionen der alten sind, und die DiflFerentialform 

A'^ai/dM^+ 2a^2^udv + a^^ dv^ ^ Ea ikdu( dUk 

betrachtet, deren Coefficienten a'ik gegebene Functionen von u und v 
sein sollen. Wenn man weiss, dass vermöge des functionalen Zusam- 
menhanges der Variablenpaare die Gleichung 

(1) A = A' 

stattfindet, so ist es leicht, die Beziehungen zwischen den Grossen «/jt 
und a'ik anzugeben. Es sei nämlich 

woraus folgt 

dti :s=z ^- du -{- ^ dv , dv = -J^ du 4- -?^ dv, 

du ' ov ' du ^ ov 

Dann besteht in Folge dieser Gleichungen nach Voraussetzung die 
Relation 

(2) a^^du^ + ^CLy^^udv + a.^^dv^ = a^^du^ + 2a^^dudv' -|- a^^dv^ . 
Es sei für's erste noch 

(3) du = i,y dv = ri\ du = §' , dv = i^', 

/^\ OU du a ^^' ^^' s^ 

^ ^ du ' dv ^ ^ du ' ^ dv 

gesetzt. Die Gleichungen 

(5) a,,l' + 2a,,U + a,,rf = a./r^ + 2a,/rV + a,;^^ 

f r = «1 + ^12 

[rj =yl -{- dri 

liefern dann, da ^ und rj als unabhängige Variable zu betrachten sind, 
die gesuchten Beziehungen in der Form: 

(7) «12 = a^ittß + a,^\ad + ßy) + a^^/yd 

Knoblauch, Flächen theorie. 1 1 
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Für öji = J??, «1^ = F, «22 = G y a^/ = JS' etc. sind diese Glei- 
chungen bereits im § 5 gegebeki worden. Sie gelten offenbar auch 
tür die Fundamentalgrössen zweiter Ordhung. Denn der Wert der 

bifferentialiform — ist durch Angabe der beiden Endpunkte von ds 

blestitnmt^ hängt aber nicht von dem gewählten System krummliniger 
Coordinaten ab. Ili Folge dessen besteht die Qleichung 

unter Hinzunahme der Formeln (6), und es folgt: 



(8) 



\duJ ' du du * \du/ 

■n/r Ttdv! du , T,w Idu dv , dv* du\ , t.^ dv* dv 

du dv * \du dv ' öw <7ü/ ' du dv 

V^i;/ ' dv dv ~* \dvl 



Hierin bedeuten also L'y M\ N' diejenigen Grössen, welche in Bezug 
auf u\ V aus S, y, i (§ 5) ebenso gebildet sind, wie L, Jf, N hin- 
sichtlich u, V aus X, y, 0. 

Es wäre nicht schwer, diese Relationen durch directe Bechnung 
zu yerificiren. Man würde zunächst aus den Definitionen von X, Yj 
^ [% ^ 0)] ^^^ geometrisch evidenten Gleichungen 

(9) x = x', r= r, z = z' 

d^x 
ableiten. Bildet man alsdann die zweiten Differentialquotienten 0— 2, 

d oc d X 

ö~q" ? ä~2 ^^^* 8.US den Gleichungen § 5 (4) und multiplicirt die ent- 
stehenden Formeln mit (9) , so heben sich in Folge der Identitäten 
y^ X' ö— 7 ^=* , y^ X' g— ? = die Ableitungen zweiter Ordnung 

^—5, g— 5 etc. fort, und es entstehen die Gleichungen (8). 



§ 62. 

Die Gesammtheit der Folgerungen, welche sich aus den Formeln 
(7) des vorigen Paragraphen (und den analogen bei Hinzunahme an- 
derer Formen 2. Grades B, f, . . .) ziehen lassen, unter der Voraus- 
setzung, dass die aik, ttik, * - - als Constanten behandelt werden, bildet 
die sogenannte algebraische Theorie der quadratischen Formen. Man 
bezeichnet bekanntlich in dieser Theorie als Invariante eine Func- 
tion der Coefficienten a«-*?.'.? welche die Eigenschaft hat, bei einer 
linearen Transformation der Variablen in die gleichgebildete Function 
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der a',i,..., multiplicirt mit einer Potenz der Substitutionsdetermi- 
nante^ überzugehen. Setzt man 

(1) aS-ßy^ J', 

SO besteht also für eine Invariante eine Gleichung der Form 

(2) / (^11? ^12 > ^22? • • •) *" ^ **/ (^11 7 ^12 } 0^22 ; • • • 

Ist n = 0, oder geht der betrachtete Ausdruck in sich selbst über, so 
wird er eine absolute Invariante genannt. Wir werden im Allge- 
meinen nur die letzteren als Invarianten bezeichnen. Wo es nötig ist, 
werden die allgemeineren durch den Zusatz „algebraisch^^ von diesen 
unterschieden werden. 

Die Theorie der Formen lehrt, dass eine einzelne quadratische 
Form nur eine algebraische Invariante besitzt, nämlich ihre Deter- 
minante 

(3) aji a22 — «12* = o, , 

welche wir stets als von Null verschieden voraussetzen. 
Es besteht die Gleichung 

(4) a^^a^i — «12^ = ^'*(ai/«22' — «12'^) 

oder 

a = J'^a, 

welche bei anderen Bezeichnungen schon im § 5 als eine Folge der 
Transformationsformeln § 61 (7) dargethan wurde. Das Zeichen von 
^' sei stets positiv angenommen (cf. § 6). Je nachdem dann a (mit- 
hin auch a) > oder < ist, kann man schreiben 

(5) |/ä = ^' ]/a'/ oder y — a = ^' |/ — a . 
Aus den Gleichungen § 61 (6) folge durch Auflösung 

Setzt man diese Ausdrücke in A == A' ein, so ergibt sich ein zweites 
System von Relationen, welches aus (7) dadurch hervorgeht, dass man 
aik mit a'ik vertauscht, a , , , d durch a . , . 8' ersetzt. Nun ist 

/j ifl = ari — yg , 
mithin 
ni\ ' ^ Ä' ß ' y jt " 

(6) «=^. ^^-^^ y = -^^^ = ^' 

Daher folgt, mit Hinzuziehung von (4): 



11 
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(7) 



a 



11 



«11 «22 «12 



~ «11^' — 2^ 12^7 + «a2r 



£iiiflr„ 



a 



18 



— a 



12 



«11 «88 — « 



18 



a 



22 



= «11 ^ß — «12 (<^« + Yß) + OjiYf^ 

«11 «22 — «18* 

_ a,iß* — 2a^^ßa + a^^c c^ 



a 



18 



«11 «28 «18 «11 «28 ■ 

ein Formelsystem, welches für a^ = E etc. den Gleichungen § 5 (12) 
entspricht. Gibt man i. . .tf die Werte § 61 (3), so wird 






und die Gleichungen (6) liefern: 



(9) 



du 
du 

dv 
du 



^ dv ' 
A du ' 



du 
dv 

dv 
d V 



Ol ./ 



1 du; 



d cv 
cu 



d du ' 



die ümkehrungsformeln, welche bei Vertauschung der Bezeichnungen 
mit den Relationen § 5 (10) identisch werden. 

§ 63. 

Anstatt aus den Transformationsformeln § 61 (7) Folgerungen 
abzuleiten, ist es häufig zweckmässig, auf die ursprüngliche Gleichung 

«iil^ + 2a,2gi^ + 022^^ = «ii'P + 2ai2l'V + a^in^ 
zu recurriren. Denn da jene Formeln vermöge der Variabilität von \ 
und Kl mit Notwendigkeit aus dieser Relation folgten, und umgekehrt 
diese durch Multiplication mit §^, 2|i^, if und Addition aus jenen her- 
vorgeht, so ersetzen sie sich gegenseitig vollständig. Dabei ist im 
Auge zu behalten, dass die Formel (5) nicht aufhört, in Folge von 
(7) zu gelten, wenn man unter |, ... V ganz beliebige, nur immer 
durch die Substitutionsgleichungen (6) verbundene Grössen versteht. 

Das System der drei Gleichungen (7) ist aber hinreichend für das 
Bestehen einer allgemeineren Beziehung als A = A'. Bedeuten näm- 
lich x^ y\ Xy y zwei neue Paare von Grössen, welche durch die, den 
Gleichungen (6) analogen 

X =^ ax -{- ßy 

< 

y' =yX ^ äy 

verbunden sind, so gilt, wie man sich sofort überzeugt, die Relation 

(2) flfn^i + ^ni^^V + yS) + «22^^ 

= aii'a;'!' + a^^^xri' + t/'|') + örg/t/V- 

D. h. die Transformation der quadratischen Form 



(1) 
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zieht die der bilinearen Form 

nach sich. Erteilt man den Grössen a . , . d, ^ . . . rf die Bedeutungen 
§ 61 (3, 4), setzt ferner 

(3) X = dUy y = dv] X = du, y = dvy 
so ergibt sich die Gleichung 

(4) a^^dudu + cii2(ßu8v + dvSu) + «22^^^^ 

= a^^dudu -\- a^^{du Sv + dv du) -{- d^^^dv 8v 

als eine Folge der ursprünglichen 

a^^d'ij? + 2ay^dudv + «22^^^ = a^^du^ + 2a^^dudv + a^^dv^. 

Die Grössen 8u, . . . Sv brauchen dabei nur den, für die Diflferentiale 
dUy . . . dv charakteristischen Gleichungen 



(5) 



OU = -ö— OU + -K— V 

du ' öü 

v = ö— OU + -^— 1; 

OU ' (7V 



ZU genügen; im Üebrigen sind sie völlig willkürlich. 

Um von diesem sehr fruchtbaren Satze eine Anwendung zu macheu, 
betrachten wir eine beliebige Function x von u und v. Vermöge der 
Transformation werde 

(6) • z(w,v) = i(M',v')- 

Durch DiflFerentiation nach u und v folgt 

dx dx du , dx dv 

du' du du' ~^ dv du* 

dx ^ du . dx dv 

dv du dv ~^ dv dv* 

Wendet man hier die ümkehrungsformeln § 62 (9) an, so ergibt sich 

idx 1 dxdv 1 dxdv 
du J' du dv ^' dv du 
dx ^dx du^ , 1 dx du 
dv J* du dv '^ jä' dv du^ 

und da nach § 62 (5) in allen Fällen 

(8) y]v\ = jy\V'\ 

geschrieben werden darf, so folgt weiter- 

1 dx 1 dx du 1 dx du 

Vlä' I ^^' "~ V\~ä\ dvdü~^ y^^ du dv 

(^) " l__ dj ^^ 1 dxd_^ l_ dx dv^ , 

VK"1 du yfcT] dvdu |/p^| du dv' 
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Die Yergleichung mit (5) lehrt^ dass man setzen kann 

Wird dies in (4) substituirt, so findet sich 

Nimmt man ferner in der Gleichung A = A': S = 8Uj ri ^= 8v 
etc., was nach der anfänglichen Bemerkung gestattet ist, so folgt, 
wenn 

(12) tW (If)' - 2».. ff 1^ + % (ff)']- ^.'(X) 

bezeichnet wird, 

(13) ^i(z) = ^<-(jt). 

Endlich fuhren wir noch eine zweite Function ^(n, v) ein, deren 
Wert beim üebergange zu den neuen Variablen mit ^(«', v') be- 
zeichnet werde, und setzen in (2): x = — =i^— , v = =x— etc., 

während 1,1},... die eben angegebenen Werte behalten. Dann er- 
gibt sich für 

die Gleichung 

(15) ^a(%f^) = ^a'ix,m), 

welche für ^ = % in die vorher aufgestellte übergeht. 

§ 64. 

Es seien jetzt Udu + Vdv, TJ'du -^ V'dv' zwei lineare Dififeren- 
tialformen, welche beim üebergange von w, v zu w', v' in einander 
transformirt werden. Dann besteht also vermöge u = 9 (m, v) 
V = ip (u, v) die Gleichung 

(1) Udu + Vdv = f/'dw' + r di;'. 

Hieraus folgt, wenn man dn^ dv durch du\ dv' ausdrückt, 



(2) 



f/'=C^|^+F|^ = «'Cr+/F 



du ' ^li 



r^ül^+vi^^ß'u+d'V; 
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und es lassen sich aus diesen Relationen genau dieselben Folgerungen 
ziehen wie aus den entsprechenden des vorigen Paragraphen, welche 
auf der besonderen Annahme beruhen, dafs U und F die partiellen 
Ableitungen einer Function % (w, v) darstellen. Man kann daher setzen 



iSu = 



(3) 



l/|a 



V, 



du^-±^V\ 



dt; = — 



Sv' = — 



1 



u 



f/' 



V\a\ ' VKI 

und diese Grössen für^a;, J/, . . . oder §, iy, . . . in § 61 (5) und § 63 (2) 
einführen. Auf diese Weise würden sich drei Relationen ergeben, welche 
den Gleichungen § 63 (11, 13, 15) an die Seite zu stellen sind. 

Differentiirt man die erste Gleichung (2) nach v\ die zweite nach 
m\ so ergibt sich 

dvb 



(4) 



dv' 



«'(/'■ii+*'i?)+/(/''ij+<) 



+ u 



du'dv 



■ + v 






ou ^ \ du * ' CO/ ^ \ du * ' dv/ 



' du dv * 



O^V 



du'dv' 



dV 1^ (dü^ __ dV\ 

du' ~ J'Kdv du) 



und durch Subtraction: 

^^>' dv' du' 

Nimmt man jetzt wieder die Gleichung § 63 (8) hinzu, so kann man 
schreiben 

(6) -^ l^JL _- ?Z\ — -4=: l^JL _ ^'^ 

^^ y\^\\dv du)" V\a'\\dv' du 

Hierin setzen wir, der Gleichung § 63 (11) entsprechend, 



'•)■ 



TT 1 / ^Z ^l\ 



Dann geht aus der linken Seite von (6), abgesehen vom Zeichen, die 
Grösse hervor: 



(7) ^a\x) = ~ 

ya 



d / ^22g^ «12 g^ \ 



dt 



d% 



+ 



d 



^^^dv ^^^du 



Ya / ' dv \ Ya 

und dieser Ausdruck, welcher die beliebige Function x enthält, bleibt 
nach (6) ungeändert, wenn man w, v, %, a,* durch u\ v\ X) ^'ik ersetzt. 
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M. a. W., bezeichnet ^i{x) den formell gleichgebildeten Wert für die 
zweite Annahme, so ist 

(8) ^Kx) = ^\(jö . 

Diese Formel liefert eine Beziehung zwischen den Ableitungen erster 
und zweiter Ordnung der Function % nach u und v und den entspre- 
chenden Ableitungen der transformirten Function nach u' und v\ Um 

alle Formeln zu erhalten, welche zur Bestimmung von 5-4^, 7^-r?— , 

,i-Ä- aus ^, ^ — |-, ;5-4 dienen können, hätte man auf das Gleichuii<]js- 
System zu recurriren, welches aus 

£1 = « ^> 4- r-^, ^ = /} ^^ 4- d -^ 
du du' "^ ' dv' ' dv ^ du "^ ^ü 



r-v / 



durch Differentiation folgt. In diesem System treten ausser den Ab- 
leitungen erster Ordnung a . , . S auch die sechs Differentialquotienten 

%^ , 7^ — T- .... von n und t;' in Bezui? auf w und t; auf. Letztere 
d u^ ^ du cv ° 

Grössen könnten durch Differentiation der Gleichungen § 61 (7) ge- 
funden werden. Doch ist es zweckmässiger, auf die Gleichungen 
§ 61 (2), § 63 (4) zurückzugehen und aus ihnen Folgerungen über die 
Differentiale d'^u ^ d^v' abzuleiten. Dies soll jetzt geschehen. 

§ 65. 

Es seien für die folgende Rechnung die Zeichen te, v, u\ v' durch 
Wj, U2y Kl, u^ ersetzt, die Gleichung § 61 (1) also in der Form 

(1) ^ GikdUidtik = ^ Uikdu/dUk 

i\ k i, k 

geschrieben. In dieser Gleichung, welche für alle Werte w^, Wg inner- 
halb eines gewissen Bereiches der Variablen gilt, setzen wir «, + tfwi, 
^2 + ^^2 f^^ ^n ^*2' ^^^ Incrementen 611^, 8u^ mögen die Verände- 
rungen Su^, du2 der Variablen m/, u^ entsprechen, sodass die For- 
meln gelten: 

Ferner nehmen wir an, dass in der mit (1) gleichzeitig bestehenden 
Formel § 63 (4) 

(3) ^ aikdUi öuk = ^ aikdii- duk 

die Grössen Wj, % nm du^y du^ wachsen. Betrachtet man u^, u^ als 
die Hauptvariablen, w/ und u^ als ihre Functionen, so kann man die 
Differentiale duk, öUk als constant annehmen, d. h. d^Uk^ dSuk, äduk 



(2) 
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gleich Null setzen. Unter dieser Voraussetzung folgt, wenn die Glei- 
chungen (1) und (3) von den veränderten subtrahirt und die Glieder 
dritter Ordnung beibehalten werden: 

(4) 2 £ üik dui' dduk + 2Jdaijt dul du^ = Zldaik dui duk 

(5) Uttikd^Ui' duk'\- 2aikdu{dduk -\~ Udandu/dtik^' Udttikduidtik. 
Hierin ist nach (2): 

ddu/ = (5 — du. + ^ — dwg) du. + (^ du. + ^ duA dUo 

und derselbe Wert ergibt sich für ddtij^ aus der Relation 

du^ = adw^ + ßdu^ . 

Ebenso wird ddWg' ^==d8u^\ subtrahirt man mithin die mit -- multi- 
plicirte Gleichung (4) von (5), so kommt 

(6) ^^a'ik ^u! duk + Zldttik dul öuk — -^ 2daik du/ dUk 



= 2Jdaik dUi äuk 5- 2J öuikduiduk» 



Nun ist 



also 



dttik = - — du. + ü — dtio *== y ^ — d^h 

A 
^^i* ^^ik ^~l^^ik 

A 

> tf öftifc dt«i r?WA = ^ ö — dUi dUk dUk , 

oder, wenn man die Summationsbuchstaben h und Je vertauscht: 

^ SttikdUidUk = ^ -^duiduhduk. 

t, A,* 

Der Coefficient von dUk in diesem Ausdruck wird 






Ferner hat man 



^ döi* die» dwjfe = ^ -—^ ^**Ä ^^t ^^k , 

t , A: , A 



und hierin ist der Coefficient von dUk: 









h,i,k 


1 

2 


(^^ik , ^^hk 
\du. ^^ du.. 


dui. } 


>-P 
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Werden die Zeichen h und i vertauscht, so folgt auch 

raithin durch Addition beider Ausdrücke: 

Ve;reinigt man nun die beiden Glieder auf der rechten Seite von (6), 
so wird erhalten: 

^ dttik dui duk — Y ^ dttik dui duk = ^ [Bk — y Ak) Suk 

k 

— ^ \_k\dUhdUi8uk, 
wenn 

(7) 

gesetzt wird. Transformirt man weiter das zweite und dritte Glied 
der linken Seite in derselben Art und setzt rechts für Ä, i, k die 
Zeichen p, g, r, so ergibt sich 

(8) ^ a'ikd^u/ öUk + ^ [ A; J dundtuSuk = ^ [^/J du^duq dur. 

i,k A,i, * P,q,r 

Hierin sind noch für dui, (Jwg ihre Ausdrücke in tfw/, du2 zu sub- 
stituiren. Dabei empfiehlt es sich, folgendermassen zu verfahren^ Man 
setze in (3) 

h 
und identificire die Coefficienten von du^ auf beiden Seiten der Glei- 
chung. Dann wird 

^ tthk Siik = ^ a'ik -^ Suk 

k iyk 

oder, Ä = 1, 2 gesetzt: 

i,k 
«21 *«*1 + «22 *«*2 = ^ « ••* äi^ *^*' > 
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woraus durch Ausrechnunsr 



(9) 



i, k i,k 



a dtio = — »to ^ a'i 



, du,' 



" ^ ""* ä«7 '^"*' + "" 2' "' " ä^ *^"*'* 

if k iyk 



Diese Werte setzen wir in (8) ein und erhalten durch Vergleichung 
der Coefficienten von duk': 



(10) ^a'u cPui' + ^ [V7 ^«*' '^W'' 






22 



[V] «12 j • 2^ ^''* ä^ ^^^ ^^ 



P»9 



■ v.-, 



i* 5 — • aUndUa. 



*pUUq. 



Macht man hier der Reihe nach k = 1, 2 und löst die beiden ent- 
stehenden Gleichungen nach d^Wj, cPu^ auf, so kommen auch links 
Grössen vor, welche denen auf der rechten Seite analog sind, näm- 
lich die beiden: 

[VT < - [\*T <' - [M < + [^*]' <> 

welche auch in den Formen 



[VT<+ra<. 



[VI«..'+[VI«»' 



geschrieben werden können, in denen «',* die Unterdeterminante von 
üik in der Determinante 



%1 «12 
«21 «22 



a 



bedeutet. Es sei noch 

(II) 



' ^p;]«" 



a j^ 

9 



IVl 



gesetzt; dann geben die Gleichungen (10): 

(12) <?«*' + 2' I Vr ciuuu:=^ (7) 

h,i P*q,r 

d. h., wenn man 



d< 



dUp dtiq 



(k = 1, 2), 



P 






^'*' '^ 2 d^J"""^'*^ 



p^q 
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einführt und die Coefficienten von dUpdUq vergleicht: 



^^t*/ ^-^ ., '^' du/ du/ 

h, i 



^ f««» ^V 



^ 



(71 



^w. 



(Ä, 1?, 3 ^ 1; 2). 

Dies sind die gesuchten, von ChristoflFel herrührenden Formeln, welche 
die zweiten Ableitungen der Functionen u^\ u^ durch die ersten, fer- 
ner durch die Coefficienten der Form A, der transformirten Form A' 
und die Ableitungen dieser Coefficienten ausdrücken. — Für die Grös- 
sen d%, dwg ^^^^ dabei die Werte (9) gesetzt worden (anstatt der- 
jenigen, welche etwa aus (2) mit Hilfe von § 62 (9) folgen würden), 

um in der Schlussformel (13) nur solche Verbindungen | | und 

{ *| zu erhalten, welche in derselben Weise aus den Coefficienten 

der ursprünglichen und der transformirten Form zusammengesetzt sind. 

Es bleibt noch übrig, die Grossen | , | explicite darzustellen. 

Aus (7) folgt unmittelbar, dass { n j == { i. } ^^t, mithin hat man auch 

I *| = \i,\' Die Werte der 1 , J sind folgende: 



(U) 



( [■■'] 



1 a«!! 

2 du ' 




1 aa,i 

2 dv > 




da,^ 1 


^fl,« 


dv 2 


du 






du 

1 da 

2 du 

2 dv 



1 da 



11 



2 dv 



S9 



und die 1,1 sind gegeben durch: 



^«11 



(15) 



1 

2 ««1 



a« 



1^ aogg 
2 ^^2 ^^ 



) 



i 



I2/ ~ a \2 "" 8w 2 ''i* a» / 



1 

2 

1^ 
"2" 



a 



^«11 



[ii_\ 
1? / 



a 



12 ^ 
^«11 



12 



^«ii \ 

aw / 



1 aoaa 

2 ^22 ^^ 



1 aa 

2" ^12 g 



da, 



S2 



11 ai? 



— a 



da 



12 



12 



a«? 



+ Y ^12 -^ 



U / 



Transformation binftrer Differentialformen. 173 

Nimmt man a^^ = E, a^^ =" F, a^^^^ O^ so werden die Grössen 

I , J mit m . . . w" [§ 27 (4, 5)] identisch, und in den | , | erkennt 

man die im § 28 mit J^ . . , J^' bezeichneten Verbindungen. Und 
zwar wird 

jIVl-J.. I?l-^.'. I?l=-'" 

\^^) I [ 11 1 f 12 K r [221 

lU}""*'«' 12)""'^«' l2)=°'^2'- 

§ 66. 

Wir wenden uns jetzt zur Bildung einer Invariante von A, welche 
ausser den Coefficienten üi^ auch deren Ableitungen nach u und v 
enthält. Man gelangt zu dieser Grösse am einfachsten, wenn man von 
dem Problem der Zerlegung einer binären quadratischen Differential- 
form in lineare Factoren ausgeht. Schreibt man 

(1) a^^du^ 4" 2ai2rfwrft^ + «22^^^ 

= [1/^ du + ^^ ^i^ ^^1 \V^i ^^ + -"^£^ dv 

= {Adu + Bdv){Ädu + B'dv) 

und bezeichnet mit m und m' die beiden integrirenden Factoren der 
linearen Differentialformen auf der rechten Seite, so kann man setzen 

, . m {A du + B dv) = dp 

m\Ä'dti + B'dv) = dq. 

Hierin bedeuten p und q Functionen von u und v, welche durch In- 
tegration der Differentialgleichungen ÄdU'^Bdv = 0, Ä'du + B'dv = 
gefunden werden würden. Es sei noch 

(3) mm' = n 

gesetzt. Dann geht aus (1) und (2) die Gleichung hervor: 

(4) n{a^idu^ + ^a^^dudv + «22^^^) = dpdq. 

Nun genügt jede der Grössen m und m' einer partiellen Differential- 



n 



gleichung erster Ordnung. Setzt man vermöge (3) m' = — und elimi- 

nirt m aus den beiden Gleichungen, so ergibt sicK eine Differential- 
gleichung zweiter Ordnung für w, welche hergeleitet werden soll, da 
sie unmittelbar zu der gesuchten Invariante führt. 
In Folge von (2) bestehen die Gleichungen 

d^imA) _ d (mB) djm'A^ ^ d {m'B') 

dv du ' dv du 

oder 
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7? ^ ^og^ A ^ logw dÄ dB 

du do dv du 

(^) p^ aiogw^ .,d\ofim' _dA' dB' 

ou cv cv du 

Setzt man in der' letzten: 

log m' = log n — log m = ^ — log m, 
so folgt 

p, g log m ., ^og »w ___ T3/ ^^ j ' ?^^ __ / ^^ dB' \ 

du dv du dv \dv du/' 

und weiter durch Combination dieser Gleichung mit der ersten For- 
mel (5): 

(A'B — AB') ^^^^^ = A'(— — —) + Ä (^ — ^) 
^ ^ du \dv du/ *^ \ dv du) 

^ÄB - AB') ^-l;p = B' (1^ _ II) + B (^ _ ^) 

^b(a'^-b'P-]. 

' \ ^w dul 

Nun ist nach (1): 

A^Ä'^y^,,, j= «"+j^=^ , 5'=?iiii£«, 

mithin ergibt sich nach einer leichten Rechnung: 

^ dv a^^ dv du ^ \ dv du! 

Hieraus lässt sich jetzt m eliminiren, und die partielle Differential- 
gleichung für V wird, wenn man 

y^ \ du ön ^ü / 



(6) 



setzt : 



(7) ^9_ + »Ä + 1_ r^ U' f ^ - js' |*)1 

^ / dv * du * (jv [y a ^ ^^ du/j 

_frj^(^'^_j5' 1^)1 = 0. 

Sie lässt sich in sehr übersichtlicher Form darstellen, wenn die Dif- 
ferentiationen an letzter und vorletzter Stelle ausgeführt werden. Es 
folgt nämlich 
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l r^ (a' i^- - B' m\ - 1\4. (a' P^-s' 1^)1 

_ 1 / ^9 d^tb . dW\ 

'^ duXduy-^ dv y^)"^ dv\do Y^ duyj' 
und die Vergleichung dieses Ausdruckes mit § 64 (7) lehrt, dass er 

mit )/a.^J(^) identisch ist. Demnach hat man schliesslich, wenn 
für g und h ihre Werte substituirt werden, folgendes Resultat: Besteht 
die Gleichung (4), so genügt die Grösse n der, partiellen DiflFerential- 
gleichung 

(8) z/«^(logw)~-2Ä: = 0, 

in welcher _ 

r^\ j. ^ L^ r a 1 /gogg qi2^«ii\ I dl /aott . ai2<^«ii o^^'^)! 

gesetzt ist. 

Es werde jetzt eine Veränderung der Variablen vorgenommen, 
bei welcher A in A' transformirt wird. Sind p, g, n die Werte der 
Functionen p, q, n, in den neuen Veränderlichen w', v' ausgedrückt, 
so ergibt sich ^us (4) die Gleichung 

(10) n{a,,'du^ + 2a^^'dudv' + a^'dv^) ^dpdq, 

und diese zieht, wie eben nachgewiesen, die partielle Differential- 
gleichung 

(11) ^^(logn) — 2ft' = 

nach sich, in welcher Je' diejenige Grösse bezeichnet, welche aus den 
a'ikf w' und v' ebenso gebildet ist, wie Je aus den a,*, u und v. Nun 
ist nach § 64 (8) 

^a (log n) = Jl' (log n) , 

mithin folgt durch Zusanuneustellung von (8) und (11): 

(12) Je = *', 
d. h. Ä; ist eine Invariante. 

Setzt man a^^ = JB, «jg = F, «32 = ^ "^^ S^^^ ^^^^ ^®^ vor- 
kommenden Differentialquotienten ihre flächentheoretischen Bedeutun- 
gen, so beweist man leicht die Uebereinstimmung von Je mit dem 
Gauss'schetf Krümmungsmass. Nehmen wir nämlich speciell u = x, 
v = y, also [§ 16 (1)]: a,i = 1 +_p2^ a,^ =pqj «22 = 1 + ^^ so folgt 
aus (9): 

— 1 r d qs d 7^ n 



Ä = 



176 ni. Abschnitt. § 66—67. 

und nach Ausführung der Differentiationen: 

O^+p' + cl'?' 
d.h. 

(13) h = K. 

Hiermit ist ein dritter Beweis für den Gauss'schen Satz (§ 27) ge- 
liefert. — Die Gleichung (9) entspricht dem Liouville'schen Ausdruck 
des Krümmungsmasses. 

Was die Grossen jp und q betriflFfc, so werden diese für a^ = J?etc. 
conjugirt complex, und führen auf isometrische Coordinaten, für welche 

der gemeinsame Wert von E' und 6r' durch — gegeben wird. 

§ 67. 

Der im vorigen Paragraphen für die Invariante h gefundene Wert 
(9) ist nicht symmetrisch in Bezug auf u und v. Nur die beiden 

ersten Glieder unter den Differentionszeichen, nämlich -^-^ und -ö^, 

' du cv ^ 

entsprechen einander. Doch ist von vornherein klar und auch aus 
dem ausgerechneten Wert (für a^ = E etc.) § 27 (6) unmittelbar er- 
sichtlich, dass ein symmetrischer Ausdruck existiren muss. In conciser 
Form erhält man einen solchen durch folgende Rechnung, bei welcher 
zunächst vorausgesetzt wird, dass die Differentialform A das Quadrat 
des Linienelements einer Fläche darstellt. 

Es werde für F der Coordinatenwinkel # durch die Gleichung § 3 (3) 



F = YEG cos-Ö- 
eingeführt; dann folgt 

F dE -i/GdE 



also 



-^ ^ 2 ö— = 2 VEür sm -ö" ö 1/ TT ö— cos '9', 

E du du ^ du v G du ' 



^ 1 j d 1 (dG -i/G dE .v.\ , a 1 /dE -i/E dG A 



Nun ist nach § 3 (4): 



mithin 

d 



.^d (Veg , ^dd'\\ 

4- 2 w~ ( -^— sin d- 7^-1 } 
' dv \ T cul ] 



sin %' = 



yEG' 



^±_ (VEG ^ ^d&\ ^ d'& 
^ dv \^r~ Sin '9' . -) = 2 5—^, 
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uad es kann weiter gesetzt werden 

/i\ TT 1/8 1 IZG -t/GdE „ , rrd»\ 

(1) ^=-2T'|^Tiä-«-K^87'="«*+^äi) 



Dieser Ausdruck ist bereits symmetrisch; es ist nur noch %^ wieder 
herauszuschaffen. Man kann schreiben 



cos '9' + JL K— = 



cos d' + y^G sin d" r. 



dv 



i/G (dE ^ 17 • Q.^^\ i/ö^ a(^co8^) 



V E ^ 



i-vi) 



dv 






■d 



... >/J- 



e?v 



G 






und der entsprechende Ausdruck unter dem Zeichen der Differentiation 
nach V lässt die analoge Umwandlung zu. Daher ergibt sich der ge- 
suchte symmetrische Wert, wenn für E, jF, G wieder die üik einge- 
führt werden, K durch Ä ersetzt wird, in der, von Weingarten herrühren- 
den Form ( r ^^ 0,^2 

d log ^^ 



(2) 



h = — 



2}/a 






i«.s 



dv 



«11 1^ ^«2« ^«12 



du 



dv 






i«i2 



aiog 



a 



11 



«2S I ^«11 ^^Öfj^ 



^w ' dv du 

Dass dieser Ausdruck für eine beliebige Differentialform A gilt, er- 
hellt ohne weiteres, sei es durch Modification der vorhergehenden 
Rechnung, sei es durch Vergleichung mit der ursprünglichen Darstel- 
lung [§ 66 (9)]. 

§68. 

Mit Hilfe der im § 63 eingeführten Bezeichnungen kann man den 
Formeln, welche für die Transformation einer quadratischen Differen- 
tialform gelten, eine sehr übersichtliche Gestalt geben. Werden näm- 
lich in § 62 (7) für a ... * ihre Werte [§ 61 (4)] eingesetzt , so er- 
gibt sich 

< (f ') 



(1) 



a 



«11 «82 — a 



a 



12 



«11 «22 



a 



12 



l «11 «: 



11 "'22 



2 - «12' «^ ^ 
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Wir bleiben noch bei der, für die Flächentheorie besonders wich- 
tigen Annahme stehen, dass a^^ = E etc., also A = ds^ ist. Unter 
dieser Voraussetzung soll der Index a, welcher die Form kennzeichnet, 
aus der die Coefficienten von ^^ {%) etc. zu entnehmen sind, fortgelas- 
sen werden, sodass man z. B. hat 

Diese Bezeichnung wurde schon im § 59 gelegentlich benutzt Die 
Grössen ^^{x)> ^^(x) ^^^^ ^^^ Beltrami als Differentialparameter 
erster und zweiter Ordnung der Function %, die Grosse ^{x, W) 
als Zwischenparameter von x ^^^ ^ bezeichnet worden. 
Nimmt man % gleich u oder v und setzt 

(2) ^\ti) = Ä, ^(u,v) = B, ^'(v) = C, 

so wird 



(3) 



A ^_ _ 7? — F _ rt ^ 



EG^F^^ ^ EG — F^^ ^ EG — F^ 

1 



AC- B^=^ 



.2 



EG—F*' 

woraus umgekehrt 

(4) E = ^Q _ ßi , F = -jfTzrB* > ^ ^ AC — B' 

Ferner wird allgemein 

(6) ^.(«)-^ (?!)•+ 2ü|||-j+cgiy 

Für den Diflferentialparameter zweiter Ordnung erhält man, wenn 
(7) J\u)^A„ ^*{i;) = C„ 

gesetzt wird, 



dv 



(8) 



a^ 



1 I ^ T ^_T ) 1^ 

dv J ~ T 




1 [^ T T \ 1 



^0 = f Vd^ -^) Y-^ (^^i -- 21^^/ + EJn 

E 

^0 = ^' \~dv du) ^ J^ (^^^2 ~ 2FJ2' + FJ2'), 

und der allgemeine Ausdruck ist 

Was die Veränderung der Grossen ^ betrifft, wenn f(x) für x etc. 
gesetzt wird, so ist 

(10) ^'a{m - f(xf ^'a(%) 
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(11) Mm, 9(^)) = fix) 9(-^) Mx, S5) 

(12) ^i (Az)) = r ix) ^i ix) + r ix) ^i ix) • 

Geht man von einem beliebigen System krummliniger Coordinaten 
(u, v) zu einem rechtwinkligen {u, v) über, so bestehen die Gleichungen 

(13) • ^>(z)=^'(ii)+c'(liy 

(14) ^(,,^) = ^'||^^ + C'|-|||, 
in welchen nach (3) (für JP' = 0) noch 

(15) " ' 



A' _A. C ^ 



gesetzt werden kann. Ferner wird 



(16) 



^'(z) = 



YM& 



du' 




und wenn man für E', O' die Werte aus (15) einführt, 

|a(l/^|i) a(l/||4) 

^8/ \ , / ti r,t { \TC du/ , \ f A OV I 



du 



dv 



f d^X~ i /v '^^i \ A ' '^t \ n' ^t 



Aus (9) ergibt sich 

(17) J^ix) =^A"^, + C p + A: ^f-, + C- ^^, , 

und hierin haben die Grössen A^^ Cq nach (8) die Werte: 



(18) 






~ 2E' du' 2 ^ aw 



v§ 



~ 2 Vau' c du) 



c = 

« yE' G' ^v' 



^aiog^_^ aiog^ 

2G^' av' "" 2 ^ av 



2 Vav' ^' dvl' 



CdÄ" 

A' 



§69. 

Die zuletzt aufgestellten Gleichungen führen mit Leichtigkeit zur 
Kennzeichnung einer isometrischen Curvenschaar, d. h. einer solchen, 
welche geeignet ist, zusammen mit ihrer Orthogonalschaar die Fläche 
in unendlich kleine Quadrate zu teilen. Für ein System isometrischer 
Curven w =const., v' = const. waren nach § 52 die Gleichungen 

12* 
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a* log § 

(1) i^'=0, __^ = 

^ '^ ^ du ov 

charakteristisch. Stellt man die zweite, unter Berücksichtigung der 
ersten, mit § 68 (18) zusammen, so erkennt man, dass sie sich in eine 
der beiden Formen 

A ^o' _ A A 5o! _ o 

dv a: ~^' du c ~^ 

setzen lässt, deren Integration liefert 

Jede dieser beiden Gleichungen enthält nur eine der beiden Functio- 
nen u und v\ stellt daher die gesuchte Bedingung dar. Ist mithin 
^>{u^ v) = const. eine isometrische Curvenschaar, so genügt die Func- 
tion q) einer partiellen DijBFerentialgleichung zweiter Ordnung der Form 

(2) "^.-m- 

Für gegebenes f lässt sich diese Gleichung noch vereinfachen. Führt 
man nämlich an Stelle von q> eine noch zu bestimmende Function 
Ä(g)) als abhängige Variable ein, so geht nach § 68 (10, 12) die Glei- 
chung über in 

Hierin werde nun über die Function h so verfügt, dass die Gleichung 

stattfindet; d. h. es werde 

(3) h(<p)=^ÄSe^^^^''^'Uq> + B 

gesetzt, wo A, B willkürliche Constanten bezeichnen und die Integrale 
als solche mit bestimmter unterer Grenze vorausgesetzt werden. Als- 
dann reducirt sich die Gleichung (2) auf 

(4) ^2(Ä(g))) = 0,^ 

und umgekehrt führt die Transformation (3) von dieser wieder zu der 
Gleichung (2). 

Dass auch jeder Lösung einer Gleichung (2) eine isometrische 
Curvenschaar entspricht, ergibt sich unmittelbar. Denn die Gleichuhgen 
(2) und F' = (oder ^{q>f ^) = 0) leiten rückwärts wieder zu den Be- 
dingungen (1). 

Von der Orthogonalschaar kann leicht gezeigt werden, dass sie 
durch Quadraturen bestimmbar ist. Nach § 37 (12) ist nämlich zu 
ihrer Ermittelung die Integration der Gleichung 
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^1«^ _ fI^) du + (f^^ -Gl^)dv = 

\ dv öw ' \ öv diu 

erforderlich. Bezeichnet nun ^ einen integrirenden Factor dieser 
Differentialgleichung, so besteht die Bedingung 

\ dv ouf c \ cv cui 

du T "dv T~~~ 

oder 

Hierin kann 

log ft ■= 5^(9)) 

genommen werden; denn dann ergibt sich 

^(9')+i/'(9)^'(9') = 0, 
eine Gleichung, aus welcher wegen (2) in der That die Function g 
sich finden lässt. Es ist also 

ein integrirender Factor von JF' = . — 

Um eine weitere Anwendung der Theorie der Differentialparameter 
zu machen, bestimmen wir diese Grössen für den Fall, dass für die 
Functionen i und ST die Cartesischen Coordinaten Xj y^ z der Fläche 
genommen werden. Der Differentialparameter 1. Ordnung von x und 
der Zwischenparameter von y und z * sind schon im § 25 aufgestellt 
worden. Die dort mit (17) und (16) bezeichneten Gleichungen liefern 
in den jetzt eingeführten Zeichen: 

(5) J\x) ^Y^ + Z^ = l — X'' 

(6) ^(y,.) = -rZ. 

Um den Differentialparameter 2. Ordnung von x zu finden, recurriren 
wir auf die Formeln [§ 11 (7, 8)] 

T V^ dv ^ du) ~ ^ du ^ du 

T \ du dv/ \ dr dv/ 

Dann folgt: 

^2/ ^^l^(d^dy__dYdz__dZdy.dYdz\ 
^ ^ T \d u dv du d dv du"^ dv du) 

Benutzt man jetzt die Formeln § 26 (5), so ergibt sich 
d. h. nach § 12 (12): 



182 III. Abschnitt. § 69—70. 

(7) zf\x) = HX, 

nebst den beiden analogen Gleichungen für y und is. Diese Relationen 
sind von besonderer Wichtigkeit für ijie Theorie der sogenannten 
Minimalflächen^ welche durch die Eigenschaft 

H = oder -- + -=0 

charakterisirt werden. Die für die Coordinaten irgend einer solchen 
Fläche geltenden Gleichungen 

besagen nach dem Vorhergehenden, dass die Curven, welche auf der 
Fläche durch eine Schaar paralleler Ebenen bestimmt werden, eine 
Schaar isometrischer Linien bilden. 



§ 70. 

Schreiten wir nunmehr zur simultanen Transformation zweier 
quadratischen Diflferentialformen fort und nehmen demgemäss ein 
zweitem Paar von Formen 

fcii du^ -\- 2h^^du dv + 622 ^^^ == B 
\,'du^+ 2\^dudv'\- \;dv^= B' 

hinzu, welche durch dieselbe Transformation in einander übergeführt 
werden sollen wie A und A'. Dann bestehen also gleichzeitig die 
Relationen * 

(1) A = A', B = B'. 

Setzt man zunächst wieder du=^% etc. [§61 (3)] , so gelten ausser 
den Gleichungen § 61 (7) auch diejenigen, welche durch Vertauschung 
von aa mit 6,* aus ihnen hervorgehen. — Das System der beiden 
Formen A und B besitzt drei algebraische Invarianten, nämlich die 
beiden Determinanten und die in den a,* und 6»* bilineare Grösse 
^22^11 — 2a^2\2 + %i^22« Denn man beweist hinsichtlich der letzteren 
leicht das Bestehen der Gleichung 

(2) aggfeii — 2ai2ti2 + «11&22 = ^'^K/^u' — Sai/öja' + «i/V)- 

Durch Division ergeben sich zwei absolute simultane Invarianten, 
nämlich 

^11^22 ^18 

/A\ ^11 ^22 ^1 8 TT 

Es ist also 

(5) Sah = fla'ö' , Kab = K^ b • 
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Bedeuten h und k eindeutige Functionen von Hab und Katj so besteht 
offenbar gleichzeitig mit den Gleichungen (1) auch die folgende: 

(6) ÄA + ÄB = Ä'A'+ifc'B', 

d. h. ÄA + AB ist eine Covariante des Systems A, B. Es existirt 
aber eine quadratische Covariante, welche sich nicht als homogene 
lineare Function der beiden Grundformen darstellen lässt. Man ge- 
langt zu ihr durch Bildung der Fuuctionaldeterminante von A und B. 
Bei einer Differentiation der Gleichungen (1) nach § und iy ergibt sich 
nämlich, in Verbindung mit § 61 (6): 



(7) 



mithin ist 



CA 



dA _ 'dÄ_. 

~dl~^ c^ '^'^ dii' 

dB_ d^ . d^ 

di """ar ■*"^ä?' 



cri ^ C i ' ri 



D{K, B) 



d. h. 
(8) 



dA dA 

dg' drj 




a ß 




dÄ dÄ 


dB dB 

dk ' dn 




y S 




dB' dB' 

d^ ' dri 



i)(A,B) = ^'.D(A',B'). 



Dividirt ipan diese Gleichung durch § 63 (8) und setzt 



4 VI« 



= r = c^^du^ + ^Ci^dudv -\- c^2^v^, 



(9) ■ 
so wird 

(10) r=r, 

und die Coefficienten c,* haben die Werte 



(11) 



^11 == - 



«12^1 —«11^1! 



V\a 



^12 — 2 



1 «11^22 —«22^1 



VT« 



C: 



22 



_ ^12^22 ^22 ^i: 

Die Gleichung (10) kann auch mit Hilfe von § 63 ((2) oder (4)) 
abgeleitet werden. Löst man nämlich die beiden letzten Gleichungen 

(7) nach -^ und ^ auf und benutzt § 63 (8), so kann man schreiben 

1 ^ _ ^ 1 aß ^ 1 dB 

|/|V] dri ' '^ ^ 



a 






1 a£ 



_! aß __ ^ -1 dB 



D. h. es kann in den Gleichungen § 63 (l) gesetzt werden 

\ dB _ — 1 aß 



(12) 



X = - 



X = - 



2>/)a| '^n' 

1 dB' 



21/17]^»?'' 



y 



— 1 d^ 

2/1^ d^ 
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oder, wenn man zu der ursprünglichen Bedeutung von 6? Vy ' - • ^^* 
rückgeht: 



Su = — — (6,2 dti + »22 dv) , dv = - _^ (6a du + 6,2 dv) 



y\a \ y|a ' 



(13) 



Diese Werte liefern, in § 63 (4) substituirt, wieder die vorher auf- 
gestellte Relation. 

Was den Ausdruck von F durch A und B anlangt, so lässt sich 
das Quadrat von F als homogene Function zweiten Grades der beiden 
gegebenen Formen darstellen. Denn es ergibt sich ohne Schwie- 
rigkeit : 

(14) n Kaöfi^' + Haö/KB — BK 

§ 71. 
Setzt man in den Formeln des vorigen Paragraphen 

(1) «11 = E, «12 = ^} ^22 = ^ 

(2) hi = L, b,^ = M, h^=^N, 

also A = ds^, B = — , so wird 



(3) 



Hab == jff «= 1 

9i 9i 



Kab = K = 



Es steht von vornherein zu erwarten, dass diejenigen Flächen, für 
welche in ihrer ganzen Ausdehnung die eine dieser Invarianten eine 
bestimmte Function der anderen ist, interessante Eigenschaften be- 
sitzen werden. Ein wichtiger Satz, welcher von ihnen gilt, wird sich 
im IV. Abschnitt ergeben. Zu diesen Flächen, auf welche Weingarten 
zuerst die Aufmerksamkeit gelenkt hat und welche daher als Wein- 
garten'sche Flächen bezeichnet werden sollen, gehören u. a. die- 
jenigen, für welche H oder K gleich Null ist. Eine Eigenschaft der 
ersteren ist am Schlüsse des § 69 angegeben worden; dagegen sind 
die letzteren hier durchgehends von der Untersuchung ausgeschlossen. 
Die Grosse F erhält für die jetzigen Annahmen den Ausdruck 

(4) r = y [- ^rfw^ + (^ - »')dudv + ri'dv^] , 

und die Gleichung § 70 (14) wird [§ 26 (10)] : 

(5) r^.= ^^(l_l)(l^l). 
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Die Formel (4) fuhrt darauf, auch für zwei beliebige Diflferential- 
formen A, B Coefficientenverbindungen einzuführen, welche den Grössen 
ri . . ,%'' analog sind. Es sei 

^12^12 ^2^11 "^ ^11 i ^12^11 ^11^12 °^ ^12 

^12^22 ^2^12 ^^^ ^21 7 ^12^12 ^11 ^22 ^^^ ^22 • 



(6) 

Dann wird 

(7) 



^11 + ^22 ==" — ^ ^ab 
^11^22 — ^12^21 "^^ ^ -Saft, 

und vermöge § 70 (11): 

(Q\ p _ ^18 p ^11 — ^82 ^ _ ^gl . 

y\a\ 2V|c^| y|a| 

Hieraus ergibt sich die Determinante c^^c^^ — c^f^ = c der Form F in 
der Gestalt: 



und man könnte durch eine Rechnung, ^welche sich von der im § 12 
für J) angestellten nur durch die Bezeichnungen unterscheidet, nach- 
weisen, dass für a>0 c stets <0 ist. 

Von den Formen äA -{- JfcB ist für den Fall der Flächentheorie 
das Quadrat des Linienelements der Gauss'schen Kugel besonders be- 
merkenswert; denn es ist nach § 25 (3) 

(10) d0^ = HB-KK, 

Ausserdem wären zu erwähnen J3"A — 2 8 und 2Kk — jETB. Die 
erste Form gibt, gleich Null gesetzt, in jedem Punkte der Fläche die- 
jenigen Normalschnitte an, für welche 

ist; die zweite liefert in derselben Weise 

9=Y((>1 + 92)- 

Die bilinearen DiflFerentialformen , welche gleichzeitig mit den 
quadratischen A und B transformirt werden, haben folgende äächen- 
theoretische Bedeutung. Nach § 4 (6) ist 

(11) 31 = Edudu + F{du8v + dvSu) + OdvSv = dsös cos w, 

wo w den, von den beiden Linienelementen ds und Ss gebildeten Win- 
kel bezeichnet. Werden die Differentiale dx, äXy . . . eingeführt, welche 
ds und ds bestimmen, so ergibt sich, ebenfalls nach § 4: 

(12) 'ä = Udxdx, 
Eine geometrische Darstellung von 
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SB = Ldiidti + M(dtiäv + dvdti) + Ndvdv 
ist schon § 22 (5) gegeben worden. Man kann aber auch setzen 

(13) ^ = — ZdX8x, 

wie mit Hilfe der Gleichungen § 11 (4, 5) unmittelbar erkannt wird. 
Sind Äy Bj C benachbarte Punkte einer Fläche mit den Coordinaten 
(Xf y, z), (x -{- dx, . . .), (x + öx, . . .), A\ B\ C die entsprechenden 

Punkte auf der Gauss'schen Kugel , so sind -j— , --- , -j- die Rich- 

® ' da ^ de ^ de 

tungscosinus von A' B\ und der Ausdruck ^, -j- ^stellt den Cosi- 
nus des Winkels w' dar, welchen Ä' B' und ÄC mit einander bilden. 
Demnach erhält man 

(14) 33 = — döds cos w. 
Setzt man nach § 25 (4) 



7 T 1 /c08^ tb . sin* ib 
dö = ds ]/ ö-^ H r- 



und vergleicht den neuen Autfruck von S3 mit dem früheren, so er- 
gibt sich 



(15) cos w = 



cos tl> cos 'tf} j^ sin -^ sin 'tp 
-| /cos* t/> , sin* ip 



Aus dieser Gleichung lässt sich eine interessante Folgerung ziehen. 

Ist nämlich 

cos 'tp cos !/>' , sin tp sin i^' ^ 

also die Richtung ÄC conjugirt zu AB, so wird tc;'= -^5 ^' ^- ^^® 

Tangente der Gauss'schen Kugel, welche einer gegebenen Flächentan- 
gente entspricht, steht senkrecht auf derjenigen Richtung, welche zu 
letzterer conjugirt ist. 

Gehört z, B. AB einer asymptotischen Richtung an, welche also 
sich selbst conjugirt ist, so ist die entsprechende Tangente der Gauss'- 
schen Kugel auf ihr senkrecht. In der That kann die Bestimmungs- 
gleichung der Asymptotenlinien in der Form 

HdxdX = 

geschrieben werden. — Kennzeichnet ferner AB eine Haupttangente, 

so sitöhi A' B' auf der zweiten Haupttangente senkrecht, oder ist AB 

parallel. Dies liefert die Gleichungen 

dx dy dz 

dX~ dY~dZ' 

welche im § 40 auf einem anderen Wege gefunden wurden. 
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§72. 

Legt man einer beliebigen binären Diflferentialform H eine flachen - 
theoretische Bedeutung bei, versteht also unter u, v krummlinige Coor- 
dinaten, so definirt die Gleichung H = so viele Curvenschaaren auf 
der Fläche, wie der Grad von H angibt. Im Besonderen stellt also 

(1) a^du^ + 2ai2(ludv + a^2^v^ = 

zwei Schaaren von Curven dar , welche für a < reell sind. Die 
Krümmungslinien, die Asymptotencurven liefern Beispiele hierfür. Die 
Theorie der Invarianten und Covarianten der binären Formen steht, 
wie jetzt gezeigt werden soll, in engem Zusammenhange mit Grössen, 
welche die gegenseitige Lage solcher Curven kennzeichnen. Wir nehmen 
zu (1) noch eine zweite quadratische Gleichung 

(2) &11 du^ + 2l)^^dHdv + h^idv^ = 

(für 6 = 611622 — ^12^ < 0) hinzu, geben u und v bestimmte Werte, 
und bezeichnen mit Zi,i2'? ^i? ♦Wg die beiden Paare von Flächentan- 
genten, welche durch (1) und (2) definirt werden und durch den 
Punkt (uv) hindurchgehen. Endlich seien 

- dvi ^ dv^ 

d v^ dvg 

^^~dir,' ^2 — ^ 

die Wurzeln der beiden Gleichungen (1) und (2). Um die Beziehun- 
gen der vier Geraden ?i . . . Wg näher zu untersuchen, bilden wir ihr 
Doppelverhältnis 

^ '^ sin (Wi l^) ' sin (m^ Zj) 

J,eder der hier vorkommenden Winkel soll durch Drehung in 
positivem Sinne (§ 4) entstehen. ■— Dass schon die einfachen Sinus- 
Quotienten, in welchen einer und derselbe Strahl (z. B. m^) enthalten 
ist, nicht von der Richtung abhängen, welche für diesen Strahl be- 
vorzugt wird, ist unmittelbar ersichtlich. 

Wendet man nun die Formel § 4 (8) an, so wird z. B. 

und ähnliche Ausdrücke ergeben sich für die übrigen Sinus. Setzt 
man die Werte in (3) ein, so folgt 

du^dVi — dViSui ^ du^dv^ — dv^Su^ 

du^dv^ — Sv^ du^ ' ^Wj dv^ — dv^ du^ ' 
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(4) w=^^A:^L^lA 

(^2 — l^l) Ül — ^2) ^1 ^2 + f*l 1*2 — (^1 f*l + ^2 f*2) 

Hieraus erhält man weiter 

fPi\ 1 + n ^ (^ 1 + ^2) (fti + ^ 2 ) — 2 (X^ X, + ftt fig) 

^^ 1-n (^1 - ^2) (^1 - ^2) 

Nun ist vermöge (1) und (2): 

3 _i j ^^12 11 ^11 /i 3 \2 A ^12 ^11^22 

'^'1 1 '''2 ;i~ J '''1 '*'2 rt ' VI 2/ ' rt « 

**J2 **22 ""22 

t/j, C/,g ^22 

mithin 

/ß\ A + »» V _ (a,a6ii — 2an6i3 + 0,1688 )' 

W Vl-n/ 4(a.,a.8-a.8*)(6„6„-6.,r 

d. h. nach § 70 (3, 4): 



ao 



Von besonderem Interesse ist die Annahme 

n = — 1; 

dann bilden die Geraden i^ . . . m^ ein System von vier harmonischen 
Strahlen, der Art, dass l^ und l^^ m^ und m^ einander zugeordnet sind. 
Die Bedingung hierfür ist 

(8) «22 &u — 2ai2 6i2 + aji 622 = oder Hab = . 

Wollte man w = + 1 setzen, so wäre diese Forderung nur dadurch 
zu erfüllen, dass eine der Determinanten a oder h verschwindet, d. h. 
dass die beiden Strahlen eines der beiden Paare zusammenfallen. End- 
lich liefert w = die Gleichung 

(«22*11 — 2^12^2 + «11 M^ — 4 («11 «22 — «12^) (^l&22 — ^2^) — 0, 

d. h. die Resultante von (1) und (2). Mithin erfordert das Verschwin- 
den des Doppelverhältnisses ;^ dass ein Strahl des einen Paares mit 
einem Strahle des anderen coincidirt. 

Wird jetzt die Aufgabe gestellt, ein Tangentenpaar zu finden, 
welches zu zwei gegebenen harmonisch ist, so ergibt sich dieses in 
folgender Weise. Es seien (1) und (2) die Beatimmungsgleichungen 
für die beiden gegebenen Paare, und 

die Gleichung des gesuchten. Dann ist nach (8): 
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^22^11 ^^2^12 I ^11^22 '^^ ^ 

^22^11 ^ ^12^15? \ ^11 ^22 = ^ • 

Durch Elimination von Cjj, 2c^^j c^^ folgt die gesuchte Gleichung: 

du^ — dudv dv^ 



(9) 



^22 0^2 Oj^i 



= 



oder 

(10) («ll?^12 — «12^0 Ö^^^ + Kl i!^22 — «22^l)^«*ö^^ 

+ («12^^22 — «22*12) di;2 = , 
d. h. nach § 70 (9) : 

(11) 7)(A, B) = 0. 

In derselben Weise wird die Aufgabe gelöst, die Winkelhalbirungs- 
linien zweier gegebenen Flächentangenten oder Guryenschaaren zu 
finden. Sie kann auch so formulirt werden: Zwei Tangenten zu suchen^ 
welche zu zwei gegebenen harmonisch und auf einander senkrecht sind, 
unter Beibehaltung derselben Bezeichnungen wie vorher erhält man 
zunächst wieder 

«22^11 ^«12^12 i~ «11^22 ^^^^ ^7 
und ferner als Bedingung der Orthogonalität nach § 6 (11): 

Daraus folgt 

(12) (^«12 — Faii)dn^'\'(Ea22 — Ga^^dudv + (-Fa22 — Ga^^dv^ = 
als Bestimmungsgleichung für die Winkelhalbirungslinien der Tan- 
genten, welche durch 

a^idu^ + 2a^2^udv + ^22^^^ = 
definirt werden. 

Setzt man 

«11 == Ly a^2 = ^y %2 = ^y 

den Inflexionstangenten entsprechend (§ 14), so erhält man aus (12): 

{EM - FL)du^ + (EN - GL)dudv + (FN— GM)dv^ = 0, 

d. h. die Haupttangenteu. Dies Resultat erhellt auch unmittelbar aus 
der Theorie der Indicatrix (§ 20). Denn die Inflexionstangenten fallen 
mit den Asymptoten, die Haupttangenten mit den Hauptaxen dieses 
Kegelschnitts zusammen, und die Winkel der ersteren Geraden werden 
von den letzteren halbirt. 

§ 73. 

Sind drei Paare von Geraden durch einen Punkt gegeben, und 
existirt ein viertes Paar, welches zu jedem der drei harmonisch ist 
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80 sagt man bekanntlich, dass die gegebenen Geraden eine Invo- 
lution bilden. Die Bedingung für eine solche ist nach dem Vorher- 
gehenden leicht zu finden. Denn tritt zu den Gleichungen § 72 (1, 2) 
noch 

e^^dti^ '{'*2ei2 du dv + €^2^^^ *== ^ 

als Bestimmung für ein drittes Tangentenpaar hinzu, so gelten nach 
§ 72 (8) die Relationen 

^22 ^11 ^%2 ^12 I ^11 ^22 ^^ ^ 

^22 ^11 ^^12 ^12 l ^11 ^22 ^^^ ^ 

^22^11 ^^12^12 I ^11 ^22 ^^^ ^ > 

aus welchen c^, Cja, ^22 zu eliminiren sind. So ergibt sich 



(1) 



^11 ^12 ^22 



= 0. 



^11 ^12 ^22 

^11 ^12 ^22 

Denkt man sich nun die beiden ersten Paare als fest, das dritte als 
variabel, so liefert die Formel (1) eine Beziehung unter den Coeffi- 
cienten e^i, e^^y 622? welche letzteres bestimmen. Daher kann man 
noch eine Gerade des dritten Paares willkürlich annehmen, während 
der sechste Strahl der Involution alsdann eindeutig bestimmt ist. 

Fallen die beiden Strahlen des variablen Paares in einen zusam- 
men, so wird dieser als Doppelstrahl der Involution bezeichnet. 
Man findet die Doppelstrahlen auf folgendem Wege. Sind A = 0, 
B = 0, E == die drei Gleichungen, welche die angenommenen Tan- 
gentenpaare definiren, so kann man vermöge (1) Multiplicatoren Jc^ 
^29 \ ^^ bestimmen, dass die Relation 

ÄiA + Ä2B-f fcgE = 

identisch, d. h. für beliebige Werte der Differentiale dUy dv erfüllt ist. 
Es kann daher die Gleichung E = durch 

(2) \A + kß = 

ersetzt werden. Ihre Wurzeln müssen einander gleich sein, oder es 
muss die Discriminante von 

(Jc^a^i + Jc^bii) du^ + 2{\ai2 + hhi)ä^d'^^ + Qc^a^^ + Kh^d^ 

verschwinden; d. h. das Verhältnis \ : h^ wird durch die Formel 

(3) {h^a^i + h^b^) Qc^a^^ + W^) — (^i«i2 + ^'2i^i2)^ = 

k 
gegeben. Eliminirt man -^ aus (2) und (3), so liefert die Resultante 

(4) («n B - 611 A) («22 B - 622 A) - (ai2 B - h^^ Kf = 
die Doppelstrahlen selbst. Und wenn man nach § 70 (11) 
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(5) 



setzt, so kommt 



«11^2 — «12^1 = ^11 Vi« 

^12^22 ^22^12 ^''^ ^22 V\^ 



^n B — 6ii A = V\a\ (2cn t?«t dt; + 2Cj2 dt;*) 

a22 B — 622 A = — |/| a I (2^12 dt^^ + 2^22 du dv) 

«12 B — 612A = y\ä\ (— . Cii dt«2 + C22 dv^), 

mithin aus (4): 

(Cii du^ + 2ci2 dw dv + C22 dt;*)^ = 0. 

Es werden daher endlich die Doppelstrahlen^ durch die Gleichung § 72(11) 

Z)(A, B) = 

bestimmt, oder sie bilden dasjenige Paar von geraden Linien, welches 
harmonisch ist zu jedem der beiden festen Paare der Involution. 

Da ein Strahlenpaar, welches mit zwei anderen eine Involution 
bildet, nur der einen Bedingung (1) unterworfen ist, so kann man 
z. B. auch die Forderung stellen, es solle zu einem vierten 

a^^du^ + 2cc^2dudv + «22^^^ = 
harmonisch sein. Dann tritt zur Bestimmung von e^ : e^^ • ^22 ausser 
der Gleichung (1) oder ^22^11 — 2ci2<^i2 + ^11^22 = noch die Relation 

(6) «22^11 — 2 «12 ^12 + «11^22 = 

auf, sodass die Definitionsgleichung für das Paar selbst die Gestalt hat: 

(7) («iiCig— ai2Cii)dt4* + (aiiC22— «22^11)0^^^^ + («12^22— a22Ci2)^v^ = 0- 

Verlangt man anstatt der eben angenommenen Eigenschaft die 
Orthogonalität der beiden zusammengehörigen Tangenten, so tritt an 
die Stelle von (6) die Gleichung 

und für (7) ist zu setzen: 

(8) (Ec^2 — Fc^;)du^ + (ZC22 — Gc^^)dudv + (FC22 -- Gc.^dv^ = 0. 

Endlich lässt sich ein Tangentenpaar finden, welches gleichzeitig 
mit zweimal zwei gegebenen Paaren in Involution steht. Werden näm- 
lich ausser den Gleichungen § 72 (1, 2) die beiden: 

«ji du^ + 2^12 du dv + a^^dv^ = 0, ß^^du^ + 2/3i2 du dv + ß^dv^ = 

angenommen, und bezeichnen yn, ^12, ^22 ^^^^ Grössen, welche aus 
den Uijc und /?,* ebenso gebildet sind wie Cn, C12, C22 aus den aa und 
hiky so gelten die Kelationen 
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^22^11 2012^12 + ^11^22 = 0; ^22^11 "" ^Yvi^n + ^11 ^2? = ^} 

aus welchen die gesuchte Bestimmungsgleichung* folgt: 

(9) (^11^12 — yi20^«*^+(yn^22 — ^22^^«*^«^+ (^12^22 — y22^12)^^^=0. 



(1) 



§ 74. 

Die io den Paragraphen 70 bis 73 angestellten Erörterungen be- 
ziehen sich nur auf die algebraische Theorie eines Systems von 
zwei oder mehr quadratischen Formen. Zur Auffindung solcher simul- 
tanen Invarianten und Covarianten, welche auch die Ableitungen der 
Coefficienten enthalten, bietet sich naturgemäss der Weg dar, auf die 
zweite und dritte flächentheoretische Fundamentalgleichung (§ 28) zu 
recurriren. Diese Gleichungen gelten für jedes System krummliniger 
Coordinaten. Geht man mithin zu einem neuen Coordinatensystem 
über, so müssen sich die linken Seiten der neuen Gleichungen aus den 
linken Seiten der alten in der Art zusammensetzen, dass das Ver- 
schwinden der letzteren das der ersteren nach sich zieht. Diese üeber- 
legung gibt Veranlassung, die in Rede stehenden Ausdrücke für zwei 
beliebige Dififerentialformen A, B in die Rechnung einzuführen, ohne 

Rücksicht darauf, dass sie für A = tis^, B = — gleich Null sind. 

Wir setzen, mit Benutzung Weingarten'scher Zeichen: 

i[^ - If + '» l"l. + ^.[IVL- (?IJ-»..|?lJ-».(.). 

Der Index a an den Christoflferschen Grössen | *| [§ 65(11)] deutet 

an, dass diese Grössen aus den Coefficienten der DifiPerentialform A 
gebildet werden. Durch eine leichte Rechnung erkennt man zunächst, 
dass man auch setzen kann: 

}_[d_h^_d_h^^ ,h^^ni\ „9'>i2n2| , ^1 (221 1 _, / ^ 

Man hat hierzu nur die letzteren Grössen zu entwickeln und die Glei- 
chungen § 28 (19) zu benutzen, welche in den jetzigen Bezeichnungen 
nach § 65 (16) geschrieben werden können: 
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(3) 



— ^— = P^l -4-1^^1 

2udu 1 1 ia "■ l 1 )a 

J^^ _ 1 12| , (22| 

2adv l 1 )« "■" i 2 1« 



Zu der geforderten Transformation von ba{ti) und ha(v) gelangt 
man nun in folgender Weise. Ersetzt man in § 63 (4) die Grössen 
Utk durch die bik, gibt dann wieder den du, dv . . . die Werte (10), 
so erhält man nach der Methode des § 64 folgende Gleichung, welche 
den Formeln (7, 8) desselben Paragraphen entspricht: 



(4) 



''12 



^'' dv ^'^ du 




Hierin nehmen wir j^^ = u und entwickeln, so ergibt sich: 

ya\yä^'*^^ yä^^'^^ ya ^^' \j^ya ^^ yä] ^^ 

in welche Gleichung noch für die zweiten Ableitungen der Function 
u die Ausdrücke § 65 (13) eingeführt werden können. Für diese Werte 
gelten, wenn unter den Summenzeichen die Indices beibehalten, ferner 

, I durch I 7. } , ersetzt wird, folgende Bestimmungen: 

^ ^ \ l\a' du du j^\ r )a'dUr 



(6) 



du 



d^u 



h, i 



dud' 



-4- VP*I ^^1ÜL= V(^^) ^ 
V ' y^i \ 1 ) a' du dv y^i \ r iadu^ 






d 






^w/ ^w/ 



^t*' 



A, i 



^V 



^f22| du_ 

yt \ T \ adu, 



Multiplicirt man hier mit 622? — 26^2? ^n "^^ addirt, so erhalten die 
Grössen I . 1 ,, 2{ . | . . , die Coefficienten: 

, du dv' , /^i*' dv' ^1 ^v' ^u'X j^ , du dv' 

^'1 atT ä^ "" ^»2 V"^- ^ -r ^^- ^; + »22 g— ^ , 



, (dvs^ ^, aj/ a«;' , , /av'\2 
^11 VaiT/ ~ ^^^2 ^^ ^7 -i- ^22 \^--; ; 

Knoblauch, Flächentheorie. 
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welche nach § 62 (7) der Reihe nach gleich 

oder auch, wegen ^ = — - = z/'^, gleich 

gesetzt werden können. Das Resultat ist, wenn die den Grössen 
6a (w), &a(v) analogen, aus A' und B' gebildeten mit 6a(w'), haiy) 
bezeichnet werden: 

(7) ha{u) = 6a(u) ^ + 6a(t^) ^"^^ • 

Nimmt man andererseits in (4) x^=^v und vertauscht demnach auch 
in (6) u mit v', so liefert die Durchführung der Rechnung: 

(7') 6„(«') = j„(„)|^ + 6„(,)^. 

Aus diesen Gleichungen folgt noch, nach § 5 (10), § 63 (8): 

(8) V\p\'ba{v) du - ]/jä[ ha{u) dv = V|a'] ha{v) du - y\ci'\ ba(u) dv. 

Da für A = Edu^ + 2Fdudv + Gtiv^ B = Ldu^ + 2Mdudv+ Ndv^ 
die Grössen 6a W» 6a(t?) in die linken Seiten der Relationen § 28 
(21, 22) übergehen, so wird durch die Formeln (7) die Transforma- 
tion der Fundamentalgleichungen geleistet. 

Setzt man von vornherein a^^ = JS, 6^ = L etc., so kann man zu 
denselben Formeln einfacher auf directemWege gelangen. Zu diesem 
Zweck schreibe man zunächst [nach § 29 (2)] die Fundamental- 
gleichungen in der Form 

dL _ ^^^_^ I V'^^_^_ = o 
dv ^^ dv du^ du "' j^ du du dv 

dN >n^^^_^ I ^^^_?!^ = o 
du ^^j du dv'^ dv ' ^j dv dudv 

Alsdann sind die Ableitungen der Fundamentalgrössen zweiter Ord- 
nung aus § 61 (8), die zweiten Diflferentialquotienten der Coordinaten 
aus § 5 (4) herzustellen und die Gleichungen 



dx 
'du " 


dX'du 
"" du du 


, dX'dv 

"T" dv' du 


dx 


dX'du 


1 dx'dv 

' dv dv 


dv 


du dv 



hinzuzunehmen. Dividirt man hierauf jede der entstehenden Relationen 
durch § 5 (7), vertauscht endlich m, v mit u, v (wobei die Umkehrungs- 
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formeln § 5 (10) zu benutzen sind), so erhält man wieder die gesuch- 
ten Resultate. 

Sind A und B beliebige Diflferentialformen, deren Coefficienten 
also nicht durch Fundamentalgleichungen verbunden sind, so besagt 
die Gleichung (8), dass die Grösse 

(9) y I a I 6a (v) rf w — ]/| a I ha (n) dv 

eine lineare Covariante von A und B ist, deren Coefficienten, wie im 
Anfange dieses Paragraphen gefordert, auch die Ableitungen der a^. 
und bijt enthalten. Andere Co Varianten derselben Art findet man, in- 
dem man die Gleichung § 63 (4) für irgend eine Form aufstellt und 
dann 

äetzt, was nach den Formeln (7) gestattet ist. Endlich würde von 
solchen Covarianten aus die Bildung von Function aldeterminanten zu 
Invarianten führen. 

Eine andere Methode zur Herstellung invarianter und covarianter 
Ausdrücke der betrachteten Gestalt hat ihren Grund in einer cubischen 
Differentialform, welche, wie sich zeigen wird, für den Fall der Flächen- 
theorie der im § 33 eingeführten entspricht. Ist sie gebildet, so hat 
man zur Auffindung von Invarianten und Covarianten nur wieder die 
algebraische Theorie der quadratischen und cubischen Formen zu 
verwerten. 

§75. 

um die Ableitungen der Grössen bik herzustellen, welche schon 
im vorigen Paragraphen vorkamen , verfährt man am directesten so, 
dass man die Gleichungen § 61 (7) (nach Veränderung von a»* in 6,*) 
nach u und v differentiirt. Wir führen, wie im § 65, für w, v, . . . 
die Zeichen w^, Wg, ... ein, setzen also 

^u^' /j du^' du./ j. du./ 

du^ ^ " dv^^ ' duy ^ cu^ 

Dann lassen sich jene Gleichungen in die eine Formel 

(1) ^- = 2^^«4äi (^,^ = 1.2) 

p, q I IC 

zusammenziehen. Hier, wie im Folgenden, durchlaufen die^Summations- 
buchstaben stets die Werte 1, 2. Nimmt man jetzt die Ableitung nach 
Ui und ersetzt in der entstehenden Gleichung die Zeichen p und g; ein- 
mal durch g und h, so ergibt sich, da 

13* 
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PI ^'^ "» l_ P'i'^^i >' p 






KU, cu; cu^ ^ 



iüt: 

rii^ ^ fu; fu. fu^ /M, 



chn, 'mr^(h\_ru'ru'cu' 



fu' r^u/ ru/ r^u' 



p. V. r 

21 /f u f 'u. ru. r-u \ 

Ffir die zweiten Differentialquotienten liefert die Formel § 65 (13), bei 
Teränderter Bezeiebnang der Indiees: 

y*^) ru cu ' y^i \ a \a cu^ ru y^t \ w \ a cu^ 

' JL,U Pf , 

(«, /J, y = 1 , 2). 
Hierin setzen wir einmal: 

hieranf: 

Alsdann ergibt die Gleichung (2): 

cUf y^i tu/ cn. cUf. rUf 

^M* \.^ l » Ja ^Uy >^ y g ia CU. tU^/_\ 

Nun ist nach (1) 

^ ah "ö ^^ — ^^^^ 0,>, ^ oA T^ -^ = Orit, 

^^ ^ Ou. cu^ ' ^J ^ du^ cuj^ '*' 

mithin 

r r P,q,r 

In der zweiten Summe rechts werde jetzt 

in der dritten 

gesetzt. Dann erhält man 
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V V 

^^ L^V j^ ^ V ) a ^ I ^ i V ia'J OU^ OUj^ dv^ 

Führt man endlich die Bezeichnung 

w "if-2["-IVl+^..IVl.]='." 

V 

ein, so findet sich das Resultat: 

(i, h, l = 1, 2). 

Dies ist aber ein Gleichungssystem, welches für die Transformation 
einer trilinearen Diflferentialform charakteristisch ist. Denn setzt man in 

(8) ^^ Ciki dUi duk bui = ^^ Cpqr dup duq buri 

/, k,l p,q,r 

^-^du^ ^-mCU' ^^^^*' 

(9) dup' = 2j'di: ^^'' •*"«' == ^ ä^ *"* ' ^ "'•' "" ^ ä^ ^"' ' 

i k t 

so folgen die Formeln (7), und umgekehrt führen diese mit Hilfe von 

(9) zur Gleichung (8). 

Aus del* Definitionsgleichung (6) der Grössen Ciki folgt, dass wegen 

iik = hi 

(10) Ciki = Ckii 

ist. Das Formelsystem (7) ist also nur sechs Gleichungen äquivalent. 
Die Beziehungen der Grössen 6a(w), \{v) [§ 74 (1)] zu den neu ein- 
geführten werden durch die Gleichungen 



(11) 



Oa\^) ^ (^221 ^122) 

haiy) = — (Cn2 — ^21) 



gegeben. Demnach lassen die, für a^^ = £, fe^ = L etc. geltenden 
Fundamentalgleichungen sich schreiben: 



(12) { T - 

\ ''821 



C121 = 

^122 ''^^ ^ • 



Setzt man die drei verschiedenen DiflFerentiale in (8) einander 
gleich, so geht die trilineare Form in eine cubische: 



198 



III. Abschnitt. § 75—76. 



(13) 



^, dhiduidukdui ^E c,,idw^ + (^^2 + 2c^^^)du^dv 



i, k, i 



+ fei + 2c^^)dudv^ + ^222^1;^ 
über, 'welche demnach gleichzeitig mit den beiden quadratischen Diffe- 
rentialformen transformirt wird. Dass sie für den Fall der Flächen- 
theorie mit § 33 (9) identisch wird, erkennt man, wenn man die 
Gleichungen (12) beachtet und dann 



(14) 



111 



= P, 



'112 



-=Q, 



'221 



= 2?, 



'222 



S 



setzt. Die Transformation dieser Fundamentalgrössen dritter Ordnung 
wird durch das Gleichungssystem (7) unmittelbar geliefert. 

Die eben entwickelte, für die Transformation einer einzigen Form 
zuerst von Christoffel angewandte Methode würde, in derselben Art 
weiter ausgedehnt, zu Differentialformen höheren Grades führen, welche 
mit den gegebenen quadratischen Formen gleichzeitig transformirt 
werden. Doch wollen wir uns im Folgenden auf die cubische Form 
beschränken. 



§76. 

Zur Ableitung invarianter und covarianter Ausdrücke aus einer 
oder mehreren Formen bedient man sich zweckmässig einiger allge- 
meinen Sätze, welche auf der Beziehung zwischen den Differential- 
quotienten der gegebenen und der transformirten Formen beruhen. 
Diese Sätze sollen hier so weit angegeben werden, als sie im Folgen- 
den Verwendung finden. 

Es seien 9, ^, Z? • • • homogene Functionen beliebigen Grades 
der Variablen |, iy, welche durch die Transformation § 61 (6) in 
(p\ ^', x'y ••• übergeführt werden. Für den Fall, dass 9=:A, ^ = B 
ist, wo A, B quadratische Formen bedeuten, ist im § 70 nach- 
gewiesen worden, dass die Functionaldeterminante beider Formen die 
Eigenschaft einer Covariante besitzt. Der dort gegebene Beweis gilt 
ungeändert für Formen beliebigen Grades. Denn es ist allgemein 



(1) 



Wir gehen jetzt zu den Ableitungen zweiter Ordnung fort und 
bezeichnen dieselben abgekürzt durch 

q>ik (iy Ä= 1, 2)y 

während die ersten Differentialquotienten durch einen einfachen Index 
gekennzeichnet werden sollen. Aus den Gleichungen 



dcp 


d(p 




dtp' 


dcp' 


8r 


dri 


— J' 


d^' ' 


drj' 


dtl) 


drl> 


dtp' 


dip' 


H' 


drj 




ai' ' 


dri' 
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(2) (pi = y/a + 9)2>, 92 = 9iß + 92'*; 

welche zur Bildung der Gleichung (1) gebraucht werden, folgt durch 
weitere Differentiation nach g und rj: 

9ii = 9ii'«^ + 29>i2'«y + 922'/ 

(3) 9>i2 = 9n^ß + 9i2 («* + ßy) + 9^22 yS 

922 = 9nß^ + ^9l2ß^ + 9>i2^^' 

Diese Ausdrücke liefern durch eine Rechnung, welche formell mit einer 
im § 5 durchgeführten identisch ist, das Resultat: 



(4) 



J' 



2 



9n 
912' 



9l2 

922' 



911 9l2 

912 922 

Die Determinante links: 

\q>a\' (i, &=1, 2) 

ist die Hesse'sche Determinante der Function 9; demnach ist die Hesse^- 
sche Function einer Form beliebigen Grades eine algebraische Cova- 
riante (oder Invariante) dieser Form. 

Aus (3), in Verbindung mit § 61 (7), ergibt sich ferner [cf. 
§ 70 (2)]: 

(5) »22911 — 2ai29i2 + «11 922 = ^'^(«22'9ii' — 2ai2' 912' + ö^ii'922')- 

Stellt man die, den Formeln (3) entsprechenden Gleichungen auch 
für zwei andere Formen ^ und % auf, so erhält man durch eine Rech- 
nung, welche der im § 5 angestellten ähnlich ist, das Resultat: 

9ll 9l2 922 

(6) t^i ^12 ^22 = ^'' 

I Xn Xu X22 
Es ist also die Determinante 

[9**, tiky XiA 

eine simultane algebraische Covariante (oder Invariante) der drei For- 
men (p, t, X' 

Wenn man aus einer Covariante einer gegebenen Form eine In- 
variante oder Covariante bildet, so ist diese auch Invariante oder 
Covariante der ursprünglichen Form. Dieser Satz folgt leicht aus den 
Definitionen, welche der Invariantentheorie zu Grunde liegen. Es sei 
nämlich 

(f = ano^'' + nar^-i^ii^'-^ti + • • • + «o« ^" 
die gegebene binäre Form, und es werde vermöge der linearen Trans- 
formation 



9ii 


9l2 


922 


tu 


ti2 


^22 


Xn 


Xvl 


%22 


{h * 


= 1, 


2) 



9 



^>' = ano%''' + • • • + cionri'''. 
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Femer »ei 

eine Covariante von <p] d. h. man habe bei derselben Transformation 
wie vorher 

= ^'. 

Hierin ist 

und es sind die CoefiGcienten JBzft, abgesehen von einer bestimmten 
Potenz der Substitutionsdeterminante ^', gleich Functionen A'xu der 
(^'ikj welche in derselben Weise aus diesen Grössen gebildet sind wie 
die entsprechenden Ai,^ aus den a/jt. Nun ist eine Invariante J von 
eine homogene Function der Grössen Azf^y welche sich von der, 
aus den Bxfi analog gebildeten Function nur um eine Potenz von J' 
unterscheidet: 

Setzt man fiir die Aift, Bxfi ihre Ausdrucke ein, so erhält man, nach- 
dem rechts noch eine Potenz von d' herausgezogen ist: 

WO F wieder auf beiden Seiten dieselbe Function bedeutet. Hierdurch 
wird aber J als Invariante von q) gekennzeichnet. 

Für die Covarianten erleidet der Beweis nur eine geringe Modi- 
fication. Man hat von der Gleichung auszugehen 

in welcher die Caß bestimmte Functionen desselben Grades der Ai,^j 
die C'aß dieselben Functionen der Grössen Bx^ sind. Setzt man wie- 
der für die Az^, Bxfi ihre Werte, ausgßdrückt durch die a,* und dny 
so werden die Coefficienten links Functionen der ersteren Grössen, die 
Coefficienten rechts, nach Absonderung einer Potenz von ^', dieselben 
Functionen der letzteren. Damit ist die Function jp*®" Grades als Co- 
variante von q> dargethan. 

Dass diese Ueberlegungen auch für Covarianten eines Systems von 
Formen bestehen bleiben, bedarf keiner näheren Ausführung. Und 
man kann nach denselben Principien offenbar auch statt einer Co- 
variante ein simultanes System von solchen zur Bildung neuer Cova- 
rianten und Invarianten verwenden. So ist z. B., wie auch leicht 
durch Ausrechnung bewiesen werden kann, die Functionaldeterminante 
zweier Covarianten von y selbst eine Covariante dieser Form. 
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(2) 



0^2^ + «3^> ^3^ + (^4V 



§77. 

Wenden wir jetzt einige der im vorigen Paragraphen aufgestell- 
ten Sätze auf eine cubische Form an und setzen, bei einfacherer Be- 
zeichnung der Coefficienten als im § 75, 

(1) aJ» + 3a,ri? + 3a,gij'' + a,ij» = H. 

Bildet man zunächst die Hesse'sche Determinante, so ergibt sich, von 
dem Zahlenfactor 36 abgesehen, der Ausdruck 

«J + Ö2^, «2^ + 03^ , 2Nfc2 , / Nh 

Diese Form wird als die quadratische Covariante von H bezeichnet. 
Ihre Determinante 

(3) Do = ^ [^(^1^3 — «2') (0^2 «4 — «3') - («i«4 — «2%)'] 

= — -7- (^i^^4^ — 6«! «20^3 0^4 + 4:a^a^^ + 4a2^a4 — ^a^^a^) 

ist nach § 62 eine algebraische Invariante von (2), also, nach § 76, 
auch von H. Und zwar sieht man leicht, dass Dq oder D bis auf 
einen numerischen Factor mit der Discriminante D' der cubischen 
Form übereinstimmt. Defiöirt man nämlich die Discriminante einer 
homogenen Function allgemein als die Resultante der ersten Ablei- 
tungen nach den Veränderlichen — diese in der Reihenfolge genom- 
men, in welcher die Variablen in dem Ansatz der Function erschei- 
nen — , so erhält man für die cubische Form nach der dialy tischen 
Methode sofort: 



(4) 



2)'-= 81 



«1 








2 



2 a 

a, 

2 a. 



2 



2a 



2 



a. 



a» 2a.4 




a« 

a, 



= 81D. 



Ist D > 0, so hat die cubische Gleichung H = eine reelle und zwei 
complexe Wurzeln, also die Form H zwei complexe Linear-Factoren, 
während die Factoren der Covariante reell sind. Für D < dagegen 
werden die Factoren ersten Grades der cubischen Form alle drei reell, 
die der Hesse'schen Covariante beide imaginär. 

Wir setzen ferner die Functionaldeterminante der Form H und 
ihrer Hesse'schen Function an, welche nach § 76 eine algebraische 
Covariante von H ist. Nach Fortlassung des Factors 3 wird erhalten; 



I 1 
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. 'j 



u 



•J «„/fi,-V")5+(«l«4— «»«s)«?' («1O4 — «2 «3)5 + 2(020^ — 03*) 1? 

»,» iW ^»rvvsseu «j . . . «4 durch die Gleichungen 

«j = ai^a4 + 2a^^ — Sa^^a^a^ 

«3 = — »10304 — «2 V + 2a2^a4 
«4 = — ai04* — 203' + ^(^i(h^i 

j-^ogeben werden. Diese Form heisst die cubische Covjiriante von H. 
Ihre (von dem numerischen Factor befreite) Discriminante ist gleich 
der dritten Potenz von D. Die Realitäts Verhältnisse der Linearfactoren 
der cubischen Covariante sind daher dieselben wie für die ursprüng- 
liche Form. 

Es sei jetzt wieder 5 = di«, iy = dv. Will man die Theorie der 
cubischen Differentialformen mit der Flächentheorie in allgemeine Be- 
ziehung setzen, so kann man folgendermassen verfahren. Es seien 
h> h} h ^^® ^^^^ Flächen tangenten, welche durch die Wurzeln A^, Ag, A3 
der cubischen Gleichung 

(7) a^du^ + Sa^du^dv + 3a^dudv^ -f a^dv^ = 

bestimmt werden. Ist X diejenige Grosse;, welche zur Kennzeichnung 
einer vierten Tangente { dient, so werde das Doppelverhältnis der vier 
Strahlen /,, 1^, l^, l gebildet, welches nach § 72 (4) den Wert hat: 

f^ = — — l • 

Die Gerade l kann durch die Bedingung «^ = — 1 fixirt werden, welche 
bewirkt, dass { der vierte harmonische Strahl zu /^j ^1 k ^st. Ver- 
tauscht man diese Linien unter einander, so ergeben sich drei Doppel- 
verhältnisse ft^, und damit auch drei Tangenten, welche den Annahmen 

n, = — 1 (i = 1, 2, 3) 

entsprechen. Sie werden, wie die gegebenen, durch eine cubische 
Gleichung definirt, welche man erhält, wenn man 



nm'-o 



t=, 



setzt und die linke Seite nach § 72 (5) als Function von l, l^, X^y A3 
bestimmt, endlich die symmetrischen Functionen der Wurzeln Ik durch 
die Goefäcienten von (7) ausdrückt. 
Nun ist 



(8) 
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1 - ni {X^ — X^) {X, - X) 

Multiplicirt man diesen Wert mit den beiden analogen und führt die 
angedeutete Rechnung durch, so ergibt sich ohne Schwierigkeit: 

(9) TT (^:^±Y = - ^ / cc, + Sa,X + 3cc,X' + a,Xy 
ii \i-%/ D\ai+3a^X + '6a^X^ + a^X^/ 

Für die gesuchten Tangenten iw^, iw^, m^ gilt daher die Bestimmungs- 
gleichung 

(10) a^du^ + 3a2du^dv + Sa^dudv^ + cc^^dv^ = 0, 

deren Wurzeln fi^, fig? f*3 seien. Die linke Seite stellt die cubische 
Co Variante der gegebenen DiflFerentialform dar. 

Es lässt sich leicht beweisen, dass die drei Paare (^iwj, (^2^2); 
(?3 m^) eine Involution bilden. Um dies mit Hilfe von § 73 zu zeigen, 
setzen wir die quadratischen Gleichungen dieser Paare an. Nun ist 

k^du — dv == 
die Bestimmung für l^, und nach (8) 

((^2 + ^3)^1 - 2k2l^)du + {X, + A3 - 2k,)dv = 
die Definitionsgleichung für m^. Die Multiplication beider Formeln 
liefert 

(11) ^^(AgAi + Agili — 2l2Qdti^ + 2(^2^3 — l^^)dudv 

+ (2Ai — A2 — X^)dv^ = 

als Gleichung für das Paar (^i^^); und die beiden andern würden sich 
durch cyklische Permutation der Indices ergeben. Dass die Determi- 
nante der neun Coefficienten von dn^, 2dudv, dv^ in den drei Glei- 
chungen verschwindet, was nach § 73 (1) die Bedingung der Involution 
ist, folgt nun daraus, dass diese Gleichungen, mit Ag — A3, Ag — Aj, 
A, — A2 multiplicirt und addirt, ein identisches Resultat liefern. 

Um die Doppelstrahlen zu finden, empfiehlt es sich, die Glei- 
chung (11) und die beiden analogen noch in eine einfachere Form zu 
setzen. Es ist 

Al(A2Aj -\- AgAj JA2A3J = A^(^A2A3 -j- Ag/lj -f- AjAgj OAjAgAg 

3(«2^1 —«1) 



«4 



A2 A3 Aj — A2 A3 "T A3 Aj -|- A^ A2 Aj ( AjL "T" A2 -f- A3 j — - 

2Ai A2 — A3 = 3Aj (Aj + ^2 ~r ^3) "^^ ~^ ^ ? 

mithin erhält man an Stelle von (11): 
(12) (flj -|- agAjtZtt^ -f 2(ö2 + €i^X^)du dv + {a^ -|- a^k^dv^ = 0, 
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Nach § 73 hat man dasjenige Paar zu suchen^ welches zu diesem und 
zu einem der beiden anderen, etwa 

(a^ 4" «2^2)^^*^ + 2(0^2 + «3^2)^1« dv + («3 + «4^2) dv^ = 

harmonisch ist. Seine Gleichung wird nach § 72 (10), bei Fortlassung 
des von Null verschiedenen Factors l^ — X^: 

(13) («1 ttg — a^)dti^ + (<^i^4 "" 0^2^)^^ ^^ + {^2^4. "" <^^)dv^ = 0. 

In der linken Seite erkennt man äie quadratische Covariante (2). 

Aus dem Vorhergehenden folgt noch, dass immer nur ein Ele- 
mentenpaar der Involution gleichzeitig mit den Doppelstrahlen reell 
sein kann. 

§ 78. 

Bei den Ent Wickelungen dieses Abschnittes wurde ursprünglich 
von dem Zusammenhange ausgegangen, welcher zwischen der Flächen- 
theorie und der Theorie der binären quadratischen DiflFerentialformen 
stattfindet. Sollen die aufgestellten Formeln und Sätze ausdrücklich 
für diejenigen Formen verwertet werden, welche die Flächentheorie 
liefert, so ist stets die Grösse ds^ = Edu^ + 2Fdudv + Gdv^ beson- 
ders auszuzeichnen, und zwar deshalb, weil ihre Coefficienten nur von 
den Ableitungen erster Ordnung der Cartesischen nach den krumm- 
linigen Coordinaten abhängen. Betrachtet man grundsätzlich mit der 
gegebenen Fläche zusammen auch ihre Abbildung auf die Gauss'sche 
Kugel, so ist dieser Form die andere: dö^ = ddu^ + ^^dudv + @di^ 
beizuordnen, welche mit jener die Eigenschaft teilt, eine beständig 
positive Determinante zu besitzen. — Bei einer Transformation der 
Coordinaten ist nun der Fall besonders wichtig, dass von beliebigen 
Variablen «*, v zu den Parametern p^ q der Krümmungslinien über- 
gegangen wird. Eine solche Transformation muss stets zu reellen 
Resultaten führen; denn die Krümmungscurven sind für alle Flächen 
reell, während z. B. die Asymptotenlinien nur auf Flächen negativen 
Krümmungsmasses existiren. Die Fundamentalgrössen, welche sich auf 
die Wahl der Grössen p, q als Coordinaten beziehen, seien mit E*, 
L* etc. bezeichnet. Dann ergibt sich (cf. § 44) 



(1) 


F* = 


= 0, 






w* 


— 




(2) 


L* - 


= hl* 


^i, 




N* 


-G*r, 




(3) 


H = 


L* 

' E* 


+ 


G* ' 


K- 


L*N* 
~ E*G*' 




ferner nach 


§ 25 (2) : 














(4) 


(5* — Ty^ 


E*, 




5* 


= 0, 


&* — r^' 


'■G 
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und wenn man noch mit A, J5, C die durch T dividirten Grössen 
— -ö*, — V C*^' — v)} V bezeichnet: 

(5) ^* = 0, B*==~yE*G*{r^-r^, C* = 0. 

Daher gelten folgende Transformationsformeln: 
Edu^ + "iFdudv -{■ Gdifi = E*dp^ + G*dq^ 
Ldu^ + 2Mdudv + Ndv^ = rj E* dj? + r^G*dq^ 
®du^ + 2gdMd«; + ®(?t;^ = r^^E^'dp^ + r^^G*dq^ 

Adu^ + 2B<iM du-^Cdv^ = (r^ — r^) yE*G* dp dq 

und gleichzeitig mit diesen (§ 63) die allgemeineren: 

(EduSu-\-F(duSv-{-dvSu)-\-Gdvdv=E*dpSp-\-G*dqdq 
Ldudu + M(du8v+dvdu)+ NdvSv ==riE*dpdp + r^G*dqdq 
<&du8u + %{dudv+dv$u) + ®<Zi;*i; = r*E*dp8p + r^^G*dq8q 

AduSu-^ B{du8v+dv8u)+ CdvSv='^'^^yE*G*(dp8q+dq8p), 



(6) 



(7) 



in welchen dw, Sv, dp, dq irgendwelche Grössen bedeuten, die den 
Bedingungen 

^P = ö du4- w^ dv 

oq = ^ ou4- ,,— cv 
^ du * cv 

genügen. 

Die mit ha{p) = 0, ba{q) = zu bezeichnenden Fundamental- 
gleichungen wurden bereits im § 44 gegeben, und der Ausdruck des 
Krümmungsmasses durch die Fundamentalgrössen erster Ordnung würde 
aus (11) desselben Paragraphen folgen. In übersichtlicherer Form er- 
gibt sich dieser Wert aus § 67 (2): 

(9) K=- ^ f- (-^ —\ + — (—1 - ^ — V • 

^ ^ 2}/J^*G* [ßP \yjb:*G* dp J "^ dq \yji;*G* dq ) 

Im allgemeinen Fall können die Gleichungen &a(w) = 0, haiy) = 
noch in einer anderen Gestalt geschrieben werden, welche auf der Be- 
vorzugung von dö^ ^ E an Stelle von ds^ ^ A beruht. Nach den 
Formeln § 74 (1) und § 65 (16), in welchen letzteren die Grössen 3 
(§ 30) für die J zu setzen sind, hat man zu definiren: 



(10) 
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Nimmt man nun jF=0, 3f«=0, wodurch auch die Gleichung g ^ 
erfüllt wird, so ergibt sich 

/ , , . i_ rdN* _ W-Z-* , ^^\ 6)®n 

''AP; — (g*^* L ^p 2 W=^ + ö*/ ap J 

Ferner ist nach § 44 (14): 

a®* r.N*dN* /N*VdG* 



(11) 






dp G'' dp \G*/ d-p 



Setzt man dies ein und vergleicht die entstehenden Ausdrücke mit den 
Werten von ia{p), ^a(g) y welche aus den linken Seiten von § 44 (12) 
durch Division mit E*G* hervorgehen, so folgt 

(J57*\3 Q^ i 

L*) iv* ^«(^) = "" r,V, ^«(^) 

d. h. es werden gleichzeitig mit ha{p) und 6a(g^) auch he{p) und 6e(g) 
gleich Null. Da endlich nach § 74 das Verschwinden der letzteren 
Grössen auch das von be(u) und be{v) nach sich zieht, so können die 
beiden in Rede stehenden Fundamentalgleichungen durch 

(13) be(u) = 0, 6e(t^) = 

ersetzt werden. 

Es sollen noch die Werte von ^«(w), ^«(v); Ca{u), Ca{v) berechnet 
werden. Um das erste Paar von Grössen zu finden, bezeichnen wir 
zunächst mit ^, M zwei beliebige quadratische Dififerentialformen und 
mit N eine homogene lineare Function derselben, 

N=hA-{-JcM. 

Dann wird nach § 74 (1): 

- (hk, + km,,) (\')^+ (hl,, + Jcm,,) [P^')^- (\'1J 

d. h. 

(14) w« (u) = - Ik, g^ + tw,2 g^ - ii, ^^ - m,2 ^ 

+ hla{u) + Ä:ma(w)J, 
und ebenso 
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(14 ) na(v) = - [l,, ^^ + ^»n ä^ - ^12 ä^ - ^12 äS 

Setzt man hier ^ == B, M== A, h = H, Jc'= — K, mithin N=E, 
beachtet die Fundamentalgleichungen, sowie die für jede Form gelten- 
den Identitäten 

(15) a« (w) = , a«(i;) = , 

so ergibt sich: 



(16) 



(17) 



, , 1 (j^rdH ^dK ,^aif , TpdK\ 

«V y T* \ ^w ^t* ^27 ' ov/ 

«\/ 2*\ ^v e7t? du ^ cu/ 

oder, mit Hilfe von § 34 (5): 

ea(u) = - j-, [ri'Q + (^' - ^) JB - »S] 

^ea(v) = i,[^'P+(^'^^)(2-^7J]. 

Die lineare Co Variante § 74 (9) erhält daher den Ausdruck: 
(18) T[ea(v)dU'-' ea{u)dv] 

Pdu + Qdv, Qdu-^Edv, Bdu + Sdv 
E, F, G 

L, M, N 

Die Determinante rechts ist nach dem Schema § 76 (6) gebildet, in 

welchem g) = — £, ^ = yA, % = y^ ^" nehmen ist. — Es 

wäre nicht schwer, diese Covariante durch flächentheoretische Grössen 
und ihre Dififerentiale darzustellen. 

Um die Grössen Ca(w), Ca(v) zu finden, welche aus der Zusammen- 
stellung von A mit der Form [§71 (4)] 

r = Adu^ + 2Bdu^ + Gdv^ = ~ [- %'du^ — (#' - ri)düdv + Tidv^ 

hervorgehen, ist es zweckmässig, die Gleichungen § 74 (2) zu be- 
nutzen. Dann wird: 



T 



(19) 



Ca («) = Y 






v 



-a-' — 7j 



^ 7 " _J_ - Zl^ J' JL IL T 

7' 2 *'2 ~r 7^2 *'2 "T 7^^ ^'ä 



«• 






^v 



^w 



n 



•i 



{\^ 
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Hei Ausführung der Differentiationen ergibt sich, mit Hilfe von 
S 28 (18), §34 (3, 4): 

v_ 

==FR-GQ- 1,'J, - {»' - v) Ji + V J^ 



(20) 



2^2 



du 

dv 

7) ^'—"^ 

du 



dv 



GQ-ES + 2(»J" — fi'J^') 



= GP — ER + 2(»Ji - i]'J^) 



= FQ-EB + »J,' + {»' - ri)J,' - »J,", 



(21) 



und hieraus weiter: 

f Ca(u) = - ~^, (GQ - 2FR + ES) 

. Ca (v) = ~ (GP - 2FQ + ER) , 
d, h. nach § 34 (5) : 

(22) c^(„) = _ _ .^^- , <^«(^) = 2ra« • 

Die (mit 2 multiplicirte) Covariante § 74 (9) geht also hier einfach 
in das Differential der Invariante H über. 

Das Bildungsgesetz des, Zählers von dH^ d. h. das Ausdruckes 

G(Pdu + Qdv) - 2F{Qdu + Rdv) + E(Rdu + Sdv) 

erkennt man aus § 76 (5). Denn nimmt man für die dort eingeführte 
quadratische Form das Quadrat des Linienelements, setzt also a^^ == £ 
etc., ferner 

so erhält man den obigen Wert. Und ebenso wird der Zähler von 
dK die, in derselben Art aus — und H gebildete, lineare Covariante. 
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IV. Abschnitt. 
Specielle Fläcben, welche mit einer gegebenen zasammenliängen. 

§ 79. 

Im § 40 ist nachgewiesen worden, dass die Normalen einer Fläche 
längs einer Erürmmungslinie als Tangenten einer bestimmten Raum- 
curve betrachtet werden können. Diese Curve war zugleich geometri- 
scher Ort der Krümmungsmittelpunkte derjenigen Hauptnormalschnitte 
welche durch die Tangenten der Krümmungslinie hindurchgehen. Die 
beiden Curvenschaaren, welche den beiden Schaaren von Krümmungs- 
linien entsprechen, füllen eine Fläche mit zwei Schalen oder Mänteln 
aus. Sie wird als Ort der Hauptkrümmungscentra der gegebenen 
Fläche die Krümmungsmittelpunktsfläche der letzteren genannt. 
Jede Normale der Fläche berührt hiernach beide Schalen der Krüm- 
mungsmittelpunktsfläche. Ueberträgt man eine Benennung aus der 
Theorie der ebenen Curven auf die Flächentheorie, so kann man diese 
Fläche kürzer als Evolute der gegebenen, und die letztere als Evol- 
vente der ersteren bezeichnen. 

Die Gleichungen der Evolute ergeben sich unmittelbar aus ihrer 
Definition. Sind nämlich § , i^ , g ihre laufenden Coordinaten , so 
hat man 

(1) \v = y + 9Y 

wo Q aus der Formel [§12 (9)] 

(2) {LN - itf2)^2 _ (gr i — 2FM + GN)q + EG — F^ = 

zu entnehmen ist. Den beiden Wurzeln q^^ Q2 entsprechen die beiden 
Schalen der Fläche. 

Ist die gegebene Fläche durch die Gleichung 

Fix, y,0) = Q 

dargestellt, und soll auch die Evolute durch eine Gleichung zwischen 
Cartesischen Coordinaten repräsentirt werden, so hat man zunächst 
für X, r, Z die Werte § 8 (4) zu setzen , wodurch für 

9 = __ il 

die Ausdrücke 

Knoblauch, Fläcbentheorie. 14 
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(3) 



t = '>-jF, 



erhalten werden. Aus diesen Relationen, der Flächengleichung und 

[§ 18 (7)] 

(4) (F,* + F,' + F,*) q'» + Hq-K = 

sind die vier Grössen x, y, 0^ q' zu eliminiren. Zu demselben Ziel 
führt die Elimination von m, v und q aus (1) und (2). ♦ 

Ist endlich für die gegebene Fläche e als Function von x und y 
bestimmt, so sind die Gleichungen (3, 4) nach § 8 (5), § 16 (8) für 

Q 



= a 



zu ersetzen durch 

IS = rr — pa 
n = y — Q^ 

(6) (rt - ^)a^ - [(1 + q^)r - 2pqs + (1 + p^)t]a 

+ (l>' + ff' + l) = 0. 

In manchen Fällen ist es zweckmässig, in den Gleichungen (1) 
(und ähnlich in (3) und (5)) nach § 12 (5, 6) 

_ JE + Fl _ F+GX 
9 "" L + MX ~ M+ NX 

zu setzen und A aus jenen Gleichungen und 

{FN — GM)k^ + {EN- GL)X + {EM -FL) = 

zu eliminiren. Das Resultat der Rechnung muss nach den Ergeb- 
nissen des § 12 dasselbe sein wie vorher. 

Die Existenz von Kreispunkten auf der gegebenen Fläche bedingt 
das Vorhandensein von Doppelpunkten auf der Evolute. Denn die 
beiden Hauptkrümmungscentra, welche zu einem Kreispunkte gehören, 
fallen zusammen, und die beiden Schalen der Evolute vereinigen sich. 
Besitzt die Evolvente eine Linie sphärischer Krümmung, so entspricht 
dieser eine Doppelcurve der Krümmungsmittelpunktsfläche. Doch 
existirt auf den Evoluten noch eine zweite Art von Doppellinien, wo- 
von man sich in folgender Weise überzeugt. Es sei {^ rj ^)^ A ein 
beliebiger Punkt des Raumes. Im Allgemeinen kann durch ihn mehr 
als eine Gerade gezogen werden, welche zu einer gegebenen Fläche / 
normal ist. Lässt man die Fusspunkte zweier solchen Normalen zu- 
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sammenf allen; so kann man beweisen, dass A in einen Hauptkrüm- 
mungsmittelpunkt von / übergeht. Die Goordinaten 1,1^,5 sind als- 
dann einer Bedingung zu unterwerfen, welche, geometrisch gedeutet, 
wieder die Krümmungsmittelpunktsfläche darstellt. Wird jetzt voraus- 
gesetzt, dass auch noch zwei der übrigen, durch A gehenden Nor- 
malen sich vereinigen, so fällt mit A noch ein Hauptkrümmungscen- 
trum zusammen, welches im Allgemeinen nicht zu demselben Punkte 
von f gehört wie das erste. Dann ist A offenbar ein Doppelpunkt 
der Evolute. Da nun femer nur eine Bedingung zur Erfüllung der 
neuen Annahme hinzutritt , so bilden solche Punkte auf der Evolute 
eine Curve. 

Bei der Betrachtung von Flächenstücken der Evolute sollen, eben- 
so wie für die Urfläche, singulare Punkte und Linien durch passende 
Begrenzung der Fläche ausgeschlossen werden. 

§ 80. 

Für die Rotationsflächen lassen sich die Evoluten nach den 
Resultaten des § 19 ohne Weiteres angeben. Denn die, zu einem 
Meridian gehörigen Hauptkrümmungscentra füllen die Evolute dieser 
Curve aus, während sämmtliche Erümmungsmittelpunkte längs eines 
Parallelkreises in einen Punkt der Rotationsaxe zusammenfallen. Es 
entsteht also die eine Schale der Krümmungsmittelpunktsfläche durch 
Rotation der Evolute der Meridiancurve um die Axe, während die an- 
dere Schale in die «Axe selbst degenerirt. 

Soll für das Ellipsoid 

(1) S + S + 3^ = l 

die Krümmungsmittelpunktsfläche dargestellt werden, so ist auf die 
Gleichungen (3, 4) des letzten Paragraphen zu recurriren. Die Formel 
(4) kann dabei [§ 18 (8)] in der Gestalt 
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Fsi 




F, 


F,r 
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F^- 
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F, 


Fr 




F, 
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= 



geschrieben werden. Da in der Flächengleichung die Variablen ge- 
trennt sind, so ist 

F^ = 0, i^« = o, 2?;, = o, 

und durch Entwickelung der Determinante ergibt sich, wenn man noch 



1 

9 



14 
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setzt j 

(aF^ + 1) («F«, + 1)F,' + («2^33 + 1) (aF„ + 1)F,^ 
oder 

Mimmt man nun 

sodass 

^1 — ^8? -^11 — ^27- • • 

wird , so folgt aus § 79 (3) : 

woraus umgekehrt durch Auflösung nach rc, y, ;8i: 
(3) - ^=;irär.' y = Pä^. ^ = 



as + a' ^ ft' + a' c* + a 

Setzt man auch in (2) die Werte der Diflferentialquotienten ein, so 
erhält man 

und hat jetzt noch x,yj0,a aus (1), (3) und (4) zu eliminiren. Die 
Elimination der drei Coordinaten ist sehr einfach: es ergibt sich 

{P.\ ?Li_ L ^ ^ j i.i -^ 1 

^"^^ (a* + «)« ^ (6* + ay ^ (c« + ocy^ ' 

«262 J,2«,2 N r.2*.2 

Bezeichnet man die linke Seite von (5) mit G(cc), so kann die Glei- 
chung (6) in der Form 

G\a) =^ 

geschrieben werden, wo 6r'(a) die partielle Ableitung von G nach a 
bedeutet. Die Ermittelung der Evolute des Ellipsoids ist hiernach auf 
die Bildung der Discriminante der Function G(a) reducirt. Die ent- 
stehende Gleichung wird vom 12. Grade. 

Sollen die Coordinaten der Krümmungsmittelpunktsfläche als Func- 
tionen zweier Variablen bestimmt werden, so ist es zweckmässig, das 
Ellipsoid durch elliptische Coordinaten darzustellen. Zur Berech- 
nung von I, ly, 5 dienen die Gleichungen § 79 (1, 2), combinirt mit 
§ 42 (14). 

Ist Qi der HauptkrQmmungsradius, welcher zur M-Linie v = const. 
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gehört, und hat pg dieselbe Bedeutung für die v- Linie, so wird nach 

§ 44 (3): 

TT n 

(7) ^i = X' ^2 = j^- 

Die Werte der Fundamentalgrössen und der Richtungscosinus der 
Normale folgen aus § 42 (14). Und zwar hat man, wenn zur Ab- 
kürzung 

I {c? - u) (62 - u) {c' -u)=ü 

gesetzt wird, nach § 43 (1): 

ferner 

(10) L = - -7--/— - , N = ^^' , 

4 Uyuv 4 Vyuv 

/iix -^ hc X V ca y ^ ah z 



(8) 



mithin 

und die eine Schale der Evolute wird dargestellt durch 

«. ux uy r, uz 

oder, wenn für x, y, z ihre Ausdrücke gesetzt werden, durch 

., (g' - H)' (g' - ») ,_ (6« _ «)» (6» - t>) 

5 ^2/^3 J»2\ /^2 ^2\ ; W 



2\ > 



a2(a^ - 6^) (a^ — c^) ' ' 5^ (6* — c*) (fe'' — a*) 



(13) 

c*(c« — a*) (c* - &«) 

Der Bereich von u und v ist nach § 42 durch die üngleichuugen 
h^> u> (? j a?> v>h^ gegeben. Für die zweite Schale der Evolute 
erhält man die Coordinaten durch Vertauschung von u und v. Bei 
der Elimination dieser Variablen ergibt sich ofiFenbar in beiden Fällen 
dasselbe Resultat. Soll also die Erümmungsmittelpunktsfläche durch 
eine Relation unter Cartesischen Coordinaten dargestellt werden, so 
ist es unmöglich, die beiden Schalen analytisch von einander zu 
trennen. 

§81. 

Alle Grössen, welche sich auf die, zu q = Qk gehörige Schale der 
Evolute beziehen, sollen durch den Index h gekennzeichnet werden. 
Dann gelten für die erste Schale die Gleichungen: 
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Zur Herstellung der Fundanientalgrössen erster Ordnung bilden wir 



(2) 



dxi dx , dX . -c7-^9i 
= p7. + 9l ^ + -X 



du du 
dxi d X 



\ dv 



d V 



du 



4- n ^4- V^^i 
^ "^ dv ^ '^^^ 



du 
dv 



woraus 



(3) 



(4) 



Das Quadrat des Linienelements wird 



(6) 



ds,* = ds« - 29, ^ + Q,H6^ + dQ,\ 

und weiter, wegen rftf* =« jff Kds^: 

(5) ds,^ -= (i - ^;) (ds« - ?, ^') + <zp.' . 

Die Fundamentalgrössen selbst können in der Form 

geschrieben werden, aus welcher mit Rücksicht auf 

(7) (E - LQt) {G - Nq,) -(F- MQ,y = 
sich ergibt: 

(8) T,^^(l-^^[iG-N,,)(^J-2iF-M,,)'^'-^ 

In (5) kann man einfuhren (für — == r J : 

dK^r^dH 



(9) 



äQi 



und erhält dann eine Darstellung Yon ds^^ durch die beiden funda- 
mentalen quadratischen Differentialformen, ihre simultanen Invarianten 
und die Differentiale der letzteren. Diese Differentiale sind nach § 78 
(Schluss) noch als simultane Covarianten der beiden quadratischen For- 
men und der im § 33 definirten cubischen Differentialform 

H = Pdu^ + 3Qdu^dv + düdudv^ + Sdv^ 
ausdrückbar. 



(10) 
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Um die Richtungscosinas der Normale herzustellen, ist es zweck- 
mässig , die Gleichungen (2) in der Form zu setzen: 

a^ "" \^ "*" ^1 j»/ ä^ "•" ^1 T« ä« "^ ^ aS"' • • • 

' dx^ V ^^ _j_ (i _t &'\ dx f -y a 9i 

l "äiT ~ 9i j« äü -1- V^ -I- (>i 2^/ ^ -h -^ ^ 7 . . • 

Dann ergibt sich mit Hilfe von § 11 (7, 8), § 15 (3): 

+ [-(E-L,,)|b + (P_lf,,)|j]|f|. 

Dieser Ausdruck ist noch durch I\ zu dividiren. Dabei kann von 
vornherein eine Reduction vorgenommen werden, wenn man beachtet, 
dass wegen (7) die Determinante der in (8) vorkommenden quadra- 

tischen Form von ^- , -^, oder der in (11) auftretenden bilinearen 

du ' ov ' ^ ^ 

Form von -^, ^, 5—, 0— verschwindet. Es ist aus diesem Grunde: 
du ' ov ^ du' ov 

(12) T.^ = (1 - |) ^- [iF-M,,f-^ -(G- N,,) '^J, 

Hieraus folgt nun, wenn e ein Vorzeichen bedeutet: 

(14) X,^- j=l ^ ^, 

und analoge Ausdrücke ergeben sich für Y^ und Z^. Berücksichtigt 
man wieder die Gleichung (7), so kann man auch schreiben: 

/iR\ V ^ du ^^' dv 

(15) X, = -= =— . 

Die Vergleichung des Ausdrucks (14) mit § 44 (24) lehrt, dass die 
Normale der Evolute parallel ist der Tangente der zuge- 
hörigen Krümmungslinie im entsprechenden Punkte der ürfläche. 
Sieht man für die Krömmuugsmittelpunktsflächen von der allgemeinen 
Festsetzung ab, welche für die positive Richtung einer Normale im 
§ 8 getroffen wurde, und bevorzugt dieselbe Richtung wie im § 44, 
so kann man nach (23) dieses Paragraphen setzen: 
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und analog für die zweite Schale: 



/i7\ Y ^'^ ^t? ^^ ^* du -. /E — Lg^ 

^^^^ ^' = T{E-L9,) y "7i"ir ' 

während Y^, 2^, Fg» ^2 sich durch cyklische Vertauschung von x, y, 
ergeben. 

Die Gleichung 

(18) X,X,+ Y,T, + Z,Z,==0, 

welche aus der eben angegebenen geometrischen Thatsache folgt, ist 
leicht zu verificiren. Sie besagt, dass die Normalen (oder die Be- 
rührungsebenen) der beiden Mäntel der Evolute in entsprechenden 
Punkten auf einander senkrecht stehen. 

§82. 

Es bleibt noch übrig, die Fundamentalgrössen zweiter Ordnung 
der Evolute zu bestimmen. Hierzu werden die zweiten Ableitungen 
der Goordinaten gebraucht: 



(1) 



du^ du* * ^^ du* ' du du ^ du^ 

d^ ^ dlx_. d*X dXdg, ■ dXdg, ■ y d*Q^ 

dudv dudv^ ^^ dudv ' ^m ^v ' dv du ' dudv 

dv* ~ dv* "^ ^^ 'dv* ~^ Jv dv '^ dv* '^ 



sie sind mit X^ etc. zu multipliciren, die entstehenden Producte über 
Xiy j/i , 0^ zu Summiren. Bei Ausführung dieser Operation treten die 

Grössen ^, — 0— r etc. auf, welche sich durch Differentiation der ftir 
.^J du du* ' 

L, My N geltenden Gleichungen ergeben. So folgt: 

^ ^-J,^ - (F - Mq,) (FJ, + GJ,) 
+ Q, [{G - N0,) (lJ, + MJ, - ^ß 

+ 2^-^[-{G-Nq,)L+{F- Mq,) M] } , 
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nebst ähnlichen Ausdrücken für M^ und N^. Zur Vereinfachung 
empfiehlt es sich, die Fundamentalgrössen 3. Ordnung einzuführen; 
dann wird: 



(3) 



(4) 



«t 



-{F-M(f,){QQ, + 2M^^^] 



^. = T(^N^) y^t [^^- ""^'^ (^^^ + ^ fe + ^ IJ) 



^2 



-(F-3f9x)K+jif|H^I^)] 



N, = . 



In derselben Art erhält man für die zweite Schale: 



' ^^ = 5w^) 1/7ZV t^^- ''^^^ (« 9^ + 2 ^ IS) 



9i 



-(J'-JJfp,)(P9,+.2i|5)] 



^^ = 1^^) y-^ lif'- [(^- ^9^) (^^^ + ^ '^ + ^ Is) 



9i 



-(J'- Mü,) {Q9, + L ^' + Jlf ^^)] 






9l 



§83. 

Aus den, in den letzten Paragraphen gegebenen Werten der Fun- 
damentalgrössen J?], L^ etc. würden sich die Bestimmungsgleichung 
der Hauptkrümmungsradien, sowie die Differentialgleichungen der 
Krümmungs- und Asymptotenlinien für jede Schale der Evolute ab- 
leiten lassen. Diese Rechnung, bei welcher sich namentlich für das 
Krümmungsmass der Evolute ein eleganter Ausdruck herausstellt, soll 
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hier nicht allgemein durchgeführt werden. Für die meisten Unter- 
suchungen reicht es aus, die Variablen u, v so zu wählen, dass sie 
den Erümmungslinien auf der ürfläche entsprechen. Da im Nächst- 
folgenden alle Rechnungen sich auf diese Annahme beziehen^ so ist 
es unnötig, die unterscheidenden Bezeichnungen p, q, ^*, G* etc. 
(§ 78) einzuführen. Nun ist 

G^N^,^G(l^f), 

und die, für die Evolate aufgestellten Formeln erfahren beträchtliche 
Vereinfachungen. Denn es wird: 

•^i ~" \duJ > 1 ~ a« ä»' 



(1) 






Zi 



1 dz 



(2) 

Für die Fundamentalgrössen 2. Ordnung ergibt sich zunächst: 



X = —— Y = — ^ 



^■--4(^-+'^^)> 



ys 



^^=-i^(«^'+^^) 



N,^-^B,,. 



E 



Setzt man hierin L = - und führt für P, Q, B die Werte § 44 (16) 

ein^ oder ersetzt umgekehrt die Ableitungen der Hauptkrümmungs- 
radien durch die Fundamentalgrössen 3. Ordnung, so folgt: 

VEdg^ 



(4) 



ii = 



N, 






= (>!, -m;=o, 






yE Q%^ ^«* 

Die zweite Gleichung besagt, dass die beiden Gurvenschaaren auf 
der Evolute, welche den Krümmungslinien der ürfläche entsprechen, 
zu einander conjugirt sind. 

Aus (1), (2) und (4) ergibt sich, da 

^ _ G,L,-2F,M,+E,N, ^ L, N,-M,' 
^1 ' E,G,-F,^ ' ^^~E,G^—F,^ 

zu setzen ist: 
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(5) 



H,== 



^^^''ä'^-^^H'^y-^^i^^-^.y 



GyEQ,(g,-0,y^^ 



du 



^1 = 



du 



(Pi - 92) 



2 



du 



oder 



(6) 



fli 



_ -E»g(g. - g.)' - Q,W(P^ - Q') 



K, = - 






<?■??.»(<>. - fc)' 



Für die zweite Schale hat man u mit v, q^ mit q^ zu vertauschen. 
Dies liefert: 



(la) 

(2a) 
(3 a) 



F = ?A« ^ G = i^y 

^ du dv ^ ^ V dv/ 

T^ = ^ (1 - ?;)^ i^-i^y 



* |/Ö dv ' 



Y = -L^ 



1 d^ 



'2 



(4a) 



i,= 



'8 



l/ö^« 









(5 a) 



H, 






2 



A' 




^2 


Y ^ ^* 



/ ff _ EG\q, - e.)' - et*p,* (ÖS - iJ») 



(6 a) 



^2 



-K"« == — -i=r 






Die Werte (5, 6, 5a, 6a) für die Summe und das Produet der 
Hauptkrümmungen einer Evolutenschale würden aufhören zu gelten, 
wenn einer der Nenner gleich Null wäre. Da E, G, q^, q^ ^^^ 9i — 98 
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den GrundanDahmen nach von Null verschieden sind, so könnte dies 
nur für 

|?t = oder 1^ = 0, 

d. h. für 

eintreten. Diese Gleichungen besagen^ dass längs jeder Krümmungs- 
linie einer der beiden Schaaren der zugehörige Hauptkrümmungsradius 
einen constanten Wert hat. Da I\ resp. T^ gleich Null wird, so 
degenerirt für eine solche Fläche die eine Schale der Evolute in eine 
Curve. Monge hat bewiesen, dass derartige Flächen als Enveloppen 
einer Kugel von variablem Radius dargestellt werden können, deren 
Mittelpunkt eine beliebige Raumcurve beschreibt. Sie werden als all- 
gemeine Canalflächen bezeichnet. — Zu ihnen gehören die Rotations- 
flächen; der geometrische Ort der Kugelmittelpunkte wird für sie durch 
eine gerade Linie, nämlich die Rotationsaxe gebildet. 

Das Krümmungsmass einer Evolutenschale wird gleich Null, wenn 
entweder einer der Hauptkrümmungshalbmesser der ürfläche unendlich 
gross wird, was hier stets ausgeschlossen ist, oder eine der Glei- 
chungen 

^ =3 ^ = 

du ^ dv ^ 

d. h. 

stattfindet. Auch solche Flächen sind von Monge genauer untersucht 
worden. Hier kann auf sie ebenso wenig eingegangen werden wie auf 
die Canalflächen. 

Auf die Monge'schen Flächen führt auch die Forderung, dass die 
Krümmungslinien der Evolute den Krümmungscurven der Evolvente 
entsprechen sollen. Denn nimmt man zu der Gleichung M^ = noch 
die Gleichung i^^ s>= hinzu , so ist diese , wenn man es überhaupt 

mit einer Evoluten fläche zu thun haben will, nur durch -^ = zu 

erfüllen. Das Krümmungsmass der zweiten Schale wird alsdann 
gleich Null. 

Es sei noch die gegebene Fläche eine Weingarten'sche (§ 71), 
d. h. es finde zwischen H und K oder zwischen q^ und ^2 ^^^ ^' 
lation 

f(9i7 Qi) = 
statt. Eliminirt man /* durch Differentiation, so erhält man die, für 
die ganze Flächenclasse giltige Bedingung 

.7) t'-' ?> - i^ ^y^ = 0. 

^ • (u er CH IV 
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Sie stellt sich, wenn für q^ und Q2 die allgemeinen Ausdrücke ein- 
gesetzt werden, als partielle Differentialgleichung 3. Ordnung dar. 
Ihre geometrische Bedeutung lässt sich bei der hier getroffenen be- 
sonderen Wahl der krummlinigen Coordinaten sofort angeben. Es 
folgt nämlich 

(8) ^^^^ = (?r^* 

oder, wenn die Hauptkrümmungsradien für die erste Schale mit p/, 
(>i", für die zweite mit Q2, q^ bezeichnet werden, 

(9) Qi 9i' 92 92' = (9i — 92y 7 

ein von Halphen gefundener Satz. 

§ 84. 

Bildet man aus (1) des vorigen Paragraphen das Quadrat des 
Linienelements der ersten Erümmungsmittelpunktsfläche, so ergibt sich 

^v ^ (W'^-' + 2 1 w '-'^ + M'^' + ^ (1 - 'iJ '^' 

oder, wenn man jetzt das Zeichen v durch q ersetzt, 

(1) ds,' = dQ,' +g{1- J)' dq' . 

Dieser Ausdruck führt darauf, die Grössen q und q^^ d. h. den Para- 
meter einer Schaar von Krümmungslinien und den Wert des zu- 
gehörigen Hauptkrümmungsradius, als Coordinaten anzunehmen. Eine 
solche Einführung ist, den beiden Schaaren von Krümmungscurven 
entsprechend, im Allgemeinen auf zwei Arten möglich. Ausser den 
hier immer ausgeschlossenen Flächen (Kugel und Flächen vom Krüm- 
mungsmass Null) sind jedoch die Canalflächen, für welche q^ = g){q) 
ist, besonders zu berücksichtigen. Ihre Cartesischen Coordinaten können 
nur auf eine Weise in der angegebenen Form dargestellt werden. — 
Während die Krümmungslinien der Evolvente zweckmässig dann als 
Coordinatenlinien betrachtet werden, wenn man es mit beiden Evo- 
lutenschalen gleichzeitig zu thun hat, so empfiehlt sich die Wahl von 
q und pi (oder p und Q2) hauptsächlich in dem Falle, dass nur eine 
Schale zur Untersuchung vorliegt. Wir bezeichnen die Fundamental- 

grössen für die neue Annahme durch JE, L etc. 

Soll die Differentialgleichung der Krümmungslinien durch dq = 
erfüllt werden, so muss . 

(2) ^ = oder ~FL — EM=0 

sein. Der zu g = const. gehörige Hauptkrümmungsradius hat den 
Wert 
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WO der zweite Ansatz nicht gilt, wenn F und damit (wegen (2)) auch 

M gleich Null ist. Dieser Umstand, welcher besagt, dass die Linien 
Qi = const. mit der zweiten Schaar von Krümmungslinien zusammen- 
fallen, tritt nur für die Monge'schen Flächen ein. — Wie immer, wenn 
die Fundamental grossen erster und zweiter Ordnung durch eine Rela- 
tion verbunden sind, können die Grössen zweiter Ordnung durch die 
der ersten Ordnung und die Hauptkrümmungsradien dargestellt wer- 
den. Denn es wird 

(4) Z = ?, Jf=^, 
und für %'' ergibt sich der Ausdruck 

(5) W ^', 

woraus mit Hilfe von (4): 

(6) ^=f+£'(l_J_).= J,(^'+q. 
Weiter folgt: 

(7) ^--^' ^ =--wk-vJ' 






Soll jetzt Qi mit der zweiten unabhängigen Variablen u zusam- 
menfallen, so muss 

du ' dv 

sein. Die Ausführung der Differentiation und die Combination der 
entstehenden Gleichungen liefert die Formeln 

(8) EP+L^ = 0, ri'J^ + M^ = 0, Q = 0, FB + 7i'J^'=0, 

deren zweite nichts Anderes ist als die eine der Fundamentalgleichun- 
gen. Sie kann durch Einfuhrung der Hauptkrümmungsradien in die 
Form 

transformirt werden. 

Für die Fundamentalgrössen der Evolute ergeben sich nun aus 
§ 81 und 82 die Ausdrücke 
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(10) E,= \, ^, = 0, G, = (ä-^pO(l-?^) = ^(l-?^y, 



(11) 



j ^___1j? m J?l — _ ^ 



Ve qi ' Ve QiVe 

jy- :5^ ___ ^1 «^«' 



Ve fVe 

Die beiden ersten Gleichungen (10) kennzeichnen das System der Coor- 
dinaten q^, q als orthogonal-geodätisch (§ 58); and zwar bilden die 
Curven -q = const., welche den Krümmungslinien der Evolvente ent- 
sprechen , die Schaar von geodätischen Linien. 

Der umstand, dass vermöge der Formeln (11) die Grössen L^ und 
Ml sich von den entsprechenden Fundamentalgrössen der ürfläche nur 

um den Factor — =- unterscheiden, gibt zu mehreren Folgerungen Ver- 

VE 
anlassung, und gestattet namentlich eine wichtige Vereinfachung der 

zweiten Fundamentalgleichung för die Evolute. Benutzt man nämlich 

die Resultate § 58 (6), so ergibt sich für diese die Form 

(12) ^ — ^^ — -^ ^^ = 

^ ^ dq dQi 2Gi ^Qi 

Ferner ist 









I 

Ersetzt man hierin ^ -^ — durch den aus § 28 (21) folgenden Aus- 
druck, nimmt ferner für L und M die Werte (4) und substituirt Alles 
in (12), so folgt 



und bei nochmaliger Benutzung der Fundamentalgleichung (in der 

Form (9)), wobei die Gleichung durch — — teilbar wird, 

Qi VE 

(13) ^l^g^t=_^_. 

Dies ist die gesuchte Formel. Sie liefert sofort den Ausdruck von 

(tj durch eine Quadratur, wenn die ürfläche als eine Weingarten'sche 
angenommen wird. Denn ist Q2 ^'^ eindeutige und eindeutig umkehr- 
bare Function von q^ gegeben. 
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(14) Q, = H9i), 
SO folgt 

(15) G^_^(^)e^?.-^(^.), 

wo ^ eine willkürliche Function bedeutet, in welche wir uns auch die, 
bei Ausführung des Integrals auftretende willkürliche Constante auf- 
genommen denken. Das Linienelement der Evolute wird dann durch 
die Gleichung 

ds,^ = dg,^ + t{q)e'^^'-'^^'^ dq' 
oder, wenn man 

(16) ip{q)dq' = dq' , e^''-' <^'^ = q>{Q,) 
setzt und für q wieder q schreibt, durch 

(17) ds,^ = dQ,' + <pi9,)dq' 

gegeben. Die Function g>{Qi) hängt nur von A ab, und es bleibt hier- 
nach auch der Ausdruck von dSi für alle Flächen der durch die Glei- 
chung (14) bestimmten Klasse derselbe. Denkt man sich mithin irgend 
zwei Flächen einer solchen Klasse auf die Variablen q und q^ bezogen, 
so stimmen für die Krümmungsmittelpunktsflächen beider die Funda- 
mentalgrössen erster Ordnung überein. Dies liefert den, von Wein- 
garten gefundenen Satz: 

Die Evoluten aller Flächen, bei denen auf gleiche Weise 
in jedem Punkte der eine Hauptkrümmungsradius allein 
durch den anderen bestimmt ist, sind auf einander ab- 
wickelbar. 

Der Satz wird noch ergänzt durch die Theorie der Rotations- 
flächen, deren Linienelement nach § 19 (7) ebenfalls durch eine Glei- 
chung von der Form (17) dargestellt werden kann. Es ist also jede 
Krümmungsmittelpunktsfläche einer Fläche q^ = ^(Qi) ^^^ ®i^® ^^ 
stimmte Rotationsfläche abwickelbar, und zwar gehen bei der Ab- 
wickelung die geodätischen Linien q = const., welche den Krümmungs- 
linien der Evolvente entsprechen, in die Meridiane der Rotationsfläche 
über, die Curven g^^ = const., welche den Linien constanten Halbkrüm- 
mungshalbmessers correspondiren, in die Parallelkreise. Um die Meri- 
diancurve der Rotationsfläche zu finden, d. h. die Gleichung der letz- 
teren in die Form 

ZU setzen, hat man die Beziehungen zwischen f und 9, 9 und X 
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zu beachten. Nun müssen nach § 19 für u = pi die beiden Glei- 
chungen 

(18) fVi + f'iuy du = Q, 

(19) . w* = g>{Q,) 

übereinstimmen. Hat man also für gegebenes A die Function q) aus 
(16) ermittelt, so ist q^ aus (18) und (19) zu eliminiren. Alsdann er- 
gibt sich zur Bestimmung von f eine Differentialgleichung erster 
Ordnung. 

§ 85. 

Man kann zum Beweise des Weingarten'schen Satzes auch direct 
von der Gleichung § 84 (1) ausgehen, ohne eine weitere Veränderung 
der Coordinaten vorzunehmen. Denn nach § 44 (18) ist, wenn w, v 
die Parameter der Krümmungslinien bezeichnen, 

/jN ^ log ^ ^ ^9l ^ , 

Wenn nun q^ und Q2 i^ functionaler Beziehung stehen, so liefert 
diese Gleichung: 

(2) G = t(v)e ^^'^^^^-^^\ 

und das Quadrat des Linienelements kann auf die Form 

(3) dS,' = dQ,' + (1 _ ?i) ^ ^^^<?*-^^) ^^'2 

gebracht werden, welche wieder für jede Fläche der Klasse Q2 = ^iQi) 
Giltigkeit besitzt. Dass diese Gleichung mit der im vorigen Para- 
graphen abgeleiteten, d. h. mit 

(4) ds,^ = dQ,^ + 6^^'- ^* dq^ 

übereinkommt, wird leicht verificirt. 

Nimmt man noch die erste Gleichung § 44 (18) hinzu, in der 
Form 

^ ^ dv Qi(9i — Qi) dv ' 

so ergibt sich 

2 r g^^gi 

(6) E = x{ii)e'^^'^^'-^'\ 

Bei passender Wahl der Grossen u und v, welche die beiden Schaaren 
von Krümmungslinien bestimmen, kann hiernach das Linienelement 
einer Weingarten'schen Fläche durch die Gleichung 

2 r_M5L_ 2 T— M^»_ 

(7) d^ = e'^ ^' ^^'-^'^ du^ + e ^ ?.((>. - Q.) ^^2 

Knoblauch, Fläcbentheorie. 15 
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gegeben werdeo. Da femer L == — , 'N=— ist, so lassen sich alle 

von Null verschiedenen Fundamentalgrössen einer solchen Fläche als 
Functionen von ^^ darstellen. 

Bemerkenswert ist noch der Ausdruck des Krümmungsmasses der 
Evolute, welches nach § 58 (7) durch die Gleichung 

TT 1 ^"^^^ 

geliefert wird. Setzt man nach (4): 

(8) VG, = e^^'-^\ 

so ergibt sich 

Derselbe Wert folgt unmittelbar aus § 83 (5), während nach (5 a) 
desselben Paragraphen 

ist. — 

Wir kehren zu den Ausdrücken § 84 (11) zurück. Aus ihnen folgt; 

L,dQ^^ + 2M^dQ^dq + N^dq^ = '=j^ßdQ^'^ + 2MdQ,dq + RQ.dq'). 

Die linke Seite wurde, gleich Null gesetzt, die Asymptotencurven der 
Evolute liefern. Sollen diese den Asymptotenlinien der Evolvente ent- 
sprechen, so muss die entstehende Gleichung mit 

LdQi^ + 2MdQ^dq + Ndq^ = 



übereinstimmen, d. h. Bq^ = N oder 

N 



sein. Diese Relation kann durch Einführung der Krümmungsmasse 
in eine übersi(3htlichere Form gesetzt werden. Es ist nämlich 



^ = ^2 — > ^i= — 






also die Gleichung (11) gleichbedeutend mit 
(12) K,= ^ - '' 



(• - i)' 



Qi {Qi — ^2)''' 

Diese geometrische Bedingung kennzeichnet eine bestimmte Klasse von 
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Flächen, welche bei Einführung Cartesischer Coordinaten durch eine 
partielle Differentialgleichung 3. Ordnung definirt werden würde. Trans- 
formirt man (12) auf die Parameter der Krümmungslinien, so er- 
hält man 

|?? + £?|£i = oder ^ (?iii> = 0, 
du * Qi du ou ' 

aus welcher Gleichung durch einmalige Integration 

(13) K=^t(v) 

folgt. Es ergibt sich also folgendes Resußat: Sollen die Asymptoten- 
curven auf einer Evolute den Asymptotencurven der Evolvente ent- 
sprechen, so muss das Krümmungsmass der letzteren längs jeder 
Krümmungslinie der zugehörigen Schaar einen constanten Wert 
haben. 

Zur Entscheidung der Frage, wann die Asymptotenlinien beider 
Evoluten einander, jedoch vorläufig nicht den Asymptotencurven der 
Evolvente entsprechen, führt man zweckmässig von vornherein die 
Parameter der Krümmungslinien ein. Die in Rede stehenden Curven 
werden dann nach § 83 (4, 4 a) durch die Gleichungen 



_ y^ |?i du' + -^ ^\ ^ dv' = 

9i GU ' VE 9t ^w 



y'E 

YGQi ^v Q^ dv 

bestimmt. Für die Aequivalenz dieser Gleichungen ist die Proportio- 
nalität entsprechender Coefficienten, d. h. die Bedingung 

du dv du do 

notwendig und hinreichend; sie kennzeichnet die gesuchte Flächen- 
klasse als die Weingarten'sche. 

Wird endlich vorgeschrieben, dass die Asymptotenlinien auf der 
gegebenen Fläche und auf beiden Evoluten einander entsprechen sollen, 
so kann dieser Forderung nur durch die Flächen constanten Krüm- 
mungsmasses genügt werden. Denn da die betrachtete Fläche zunächst 
eine Weingarten*sche sein muss, so gilt für K^ der Ausdruck (9), 
welcher mit (12) combinirt die Gleichung 



d9^ 



+ !-^ = 0, Q,9,--C 



d9i 9i 

liefert. Dasselbe Resultat ergibt sich, wenu man beachtet , dass K 
eine Function sowohl von v allein als von ti allein sein muss. Denn 
dies ist auf Grund der Unabhängigkeit von u und v nur möglich, 
wenn beide Functionen sich auf eine und dieselbe Constante reduciren. 

15* 
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Der Wert der letzteren ist (der Bealität der Asymptoteneurven wegen) 
als negativ anzunehmen. 

§ 86. 

Führt man die krummlinigen Coordinaten, welche im § 84 ver- 
wandt wurden, auch in die Formeln § 81 (10) ein, so ergibt sich: 

(1) l^ = x, l--y, i^ = z, 

^ OQi OQi V9i 

(2) ^^=(i_?.)g£_j|^),;.., 

und die Gleichungen (1) liefern, in Verbindung mit § 81 (1): 



(3) 






y = Vi- Ql 






dz, 
^1 - Qi 



Bezeichnen also jetzt x^y^z^ die Coordinaten einer gegebenen Fläche /*, 
xyz die einer zweiten Fläche gj, für welche die gegebene eine Schale 
der Evolute ist, so lassen sich xye vermöge (3) durch x^y^z^ aus- 
drücken, unter der Voraussetzung, dass diese Coordinaten als Functio- 
nen der vorher gebrauchten Variablen q^, q bekannt sind. Man kann 
aber auch umgekehrt beweisen, dass zu irgend einem System krumm- 
liniger Coordinaten, für welche das Quadrat des Linienelements von f 
die Form 

(4) ds,^ = dQ,^ + G,dq^ 

annimmt, im Allgemeinen eine Evolvente von f gehört, welche durch 
die Gleichungen (3) definirt wird. 

Es seien nämlich nach Auffindung eines solchen Coordinaten- 
systems, welches 

(5) E, = l, F,^0 

ergibt, jene Gleichungen zur Definition einer Fläche g) angenommen, 
ausserdem zur Abkürzung 

— * = X -— = T ^ = Z 

gesetzt. Dann lässt sich zeigen, dass X Y Z die Richtungscosinus 
der Normale der Fläche q) sind. Denn zunächst liefern die letzten 
Formeln 

(6) X^+Y^ + Z^^ {^J+ (f-j)V il^J^ 1, = 1 , 
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woraus: 

Cfl dQi CQi 

Dififerentiirt.man ferner die Gleichungen (3), so ergibt sich 

/Qv dx dxi d^Xi dxi ^ dX 

und wenn die aus diesen Gleichungen folgenden Werte von ^ — , 
-w- etc. in die vorhergehenden Relationen substituirt werden: 

(9) x|^ + rf-^ + ^l^ = o, 

C C[ ^ dq * oq \ Cq ^ oq ^ Öq/ 

Die letzte Gleichung reducirt sich wegen 

dQi dq ~^ d^i dq ~^ dg^ dq ^ 

auf 

Die Gleichungen (6), (9), (10) kennzeichnen nun in der That X YZ 
als Richtungscosinus der Normale der durch (3) dargestellten Fläche. 
Und aus (3) folgen alsdann die Formeln 

V ■ 

welche lehren, dass die Fläche f die zum Hauptkrümmungsradius q^ 
gehörige Evolute der Fläche q>, oder dass diese eine Evolvente von 
/* ist. 

Bei der ganzen Untersuchung ist der Fall ausgeschlossen, dass 
der Ansatz (3) keine Fläche, sondern nur eine Curve repräsentirt. 
Dann sind xyz Functionen einer Variablen t, welche ihrerseits Func- 
tion von Q^ und q oder von einer dieser Veränderlichen ist, und 

man hat 

,^^v dx dx dt dx dx dt . 

^^^^ 'di,~'didQ,' dq^'dijq' 

Um über die Natur von f in diesem Fall etwas aussagen zu können, 

differentiiren wir die Gleichungen (5), sowie den Ausdruck von (r^, und 

d^ X d^ X 
zwar so, dass die Ableitungen ^ — | , ö — o- , . . . auftreten. Diese er- 
setzen wir darauf durch ihre aus (7) und (8) folgenden Ausdrücke 
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und nehmen die Gleichungen (11) hinzu. Von den alsdann entstehen- 
den Relationen brauchen wir folgende: 

Um der ersten zu genügen, kann man ^ = machen , d. h. t, und 

damit auch xyi3, als Functionen von q allein voraussetzen. Dann er- 
gibt sich aus (7): 

oder 

(13) x, = Q,ü+U„ yi = (..F+F,, ^,=PiTr+Fi, 

wenn ?7, . . . TTj Functionen von q bezeichnen. Gibt man in diesen 
Gleichungen q einen constanten Wert, so stellen sie eine gerade Linie 
dar. Die durch Elimination von q^ und q entstehende Fläche wird 
mithin durch Bewegung einer Geraden erzeugt, welche stets die Curve 

(14) a;, = üi, yi=F., g.-^W, 

schneidet. Um E^ = 1 zu machen, hat man zwischen U, V und W 
die Relation Z7^ + F^ + W^ = 1 hinzuzunehmen. Alsdann bedeuten 
diese Functionen die Richtungscosinus der erzeugenden Geraden , q^ 
den Abstand irgend eines Punktes auf ihr von ihrem Schnittpunkte 
mit der Leitlinie (14), welche auch durch die Gleichungen (3) dar- 
gestellt werden würde. Was die Grösse G^ betriflft, so nimmt diese 
vermöge (13) die Form an: 

(15) ' ^t-<^9i' + 2ßQ, + y, 

WO auch a, /S, y Functionen von q bedeuten. 

Um die erste Gleichung (12) zu befriedigen, kann man zweitens 

mithin , bei passender Darstellung der Curven q == const., 

(16) G, = 9i» 

setzen; ein Wert, der in (15) enthalten ist. Das Linienelement 

(17) dS, = VdQ,' + Q,'d^ 

kann aber, wie aus § 58 (7) sofort folgt, nur Flächen vom K'rümmungs- 
mass Null zukommen, welche, als Krümmungsmittelpunktsflächen vor- 
ausgesetzt, auf die Monge'schen Flächen führen würden. 

Lässt man diese Flächen bei Seite, so kann man das gefundene 
Resultat folgendermassen aussprechen: 



2 
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Um eine Fläche zu finden, für welche eine gegebene (deren Krüm- 
mungsmass von Null verschieden ist) die eine Schale der Evolute 
bildet, hat man die Coordinaten der letzteren durch solche Variablen 
^1, g auszudrüöken , bei deren Einführung das Quadrat des Linien- 
elements die Form (4) annimmt. Alsdann stellen die Gleichungen (3) 
die gesuchte Fläche dar, mit alleiniger Ausnahme des Falles, dass die 
gegebene Fläche geradlinig ist und die Variable q^ die vorher an- 
gegebene geometrische Bedeutung hat. — Allgemein bezeichnet (nach 
§ 58) die in (4) vorkommende Grösse g den Parameter einer Schaar 
geodätischer Linien, welche auf einer willkürlich angenommenen Curve 
senkrecht stehen, während q^ die Bogenlänge einer solchen Linie oder 
den normalen geodätischen Abstand eines Flächenpunktes von der an- 
genommenen Curve darstellt. Ist die Fläche f in beliebigen Coordi- 
naten le, V gegeben, für welche T!,^^ F^, G^ die Fundamentalgrössen 
erster Ordnung sind, so hat man (§ 59) nur die partielle Differential- 
gleichung erster Ordnung 

(18) E, {^y - 2F, '^ ^ + G, i^^ ^E,G,- F' 

oder 

zu integriren, um q^ und q als Functionen der ursprünglichen Coor- 
dinaten zu erhalten. Denn das Integral der, zur Bestimmung von q 
noch hinzutretenden Gleichung 

JE -^- -^ — _F (^ ^Ä A^^?l^) A. Q ?-?! ^i — = 
^ dv dv ^ \dv du~^ du dv) ' ^ du du 

ergibt sich nach der a. a. 0. durchgeführten Untersuchung aus dem 
von (18). 

Soll • noch die zweite Schale der Evolute gefunden werden, welche 
durch die Gleichungen 

geliefert wird, so hat man den Wert von q^ zu ermitteln, was auf 
folgende Weise geschieht Durch Vergleichung von (7) mit § 11 (10) 
folgt : 

Die erste Formel lehrt, dass die Gleichung q = const. die eine Schaar 
von Krümmungslinien auf der Fläche 9? darstellt, und die zweite, mit 
Benutzung der ersten, dass q^ den zu dieser Schaar gehörigen Haupt- 
krümmungsradius von g> bedeutet Wählt man q^ und q zu krumm- 
linigen Coordinaten, so leitet die, im § 84 durchgeführte Rechnung 
wieder zu der Gleichung 
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aus welcher 
(19) 



d log Gl 



92 = Qi 



2Ö, 



dGi 



folgt. Die Grösse G^ ergibt sich dabei nach § 59 (4) aus der Formel 
(20) ^'(q) = ^- 

Zieht man noch die Ausdrücke (3) hinzu, so findet man den zweiten 
Mantel der Evolute durch die Gleichungen 



(21) 



X 



2 



X, 



2/2 = J/i — 



^2 = ^1 — 



2Gi dx^ 

IG, dy, 
dGi ^9i 

2 Öl 



dargestellt. 









§87. 



Durch die Untersuchung des vorigen Paragraphen wird man in 
den Stand gesetzt, auch die 'ümkehrung des Weingarten'schen Satzes 
zu beweisen. Es sei nämlich g eine gegebene Rotationsfläche, deren 
Linienelement durch die Gleichung 

d^ = t?(>i^ + 9(Pi)^S^ 
bestimmt wird. Ist f irgend eine, auf g abwickelbare Fläche, so 
existirt auf f eine Schaar geodätischer Linien, welche den Meridian- 
curven von g entspricht. Denn die letzteren sind geodätische Linien 
auf g] und mau erkennt unmittelbar aus der Differentialgleichung der 
geodätischen Linien überhaupt, dass sie bei der Abwickelung in Cur- 
ven derselben Art übergehen müssen. Jene Linien nun und ihre ortho- 
gonalen Trajectorien wählen wir zu Coordinatenlinien. Dann ist, wenn 
a?i, j/i, 01 die Cartesischen Coordinaten von f bedeuten: 



(1) 



( ©"+ §:;)*+ (fe)' - 1 

dxi dx^ _, dy^ dy^ . d z^ d z^ 
dQi dq dQi dq dq^ dq 



= 



j 
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Im Allgemeinen liefern alsdann die Formeln § 86 (3) eine Fläche % 
für welche / die eine Schale der Evolute ist, und aus der Gleichung 
§ 86 (19) ergibt sich jetzt 

(2) ,, = p,--^|) = A(90, 

d. h. die Hauptkrümmungsradien von q) sind durch eine Relation ver- 
bunden. Mithin lässt sich im Allgemeinen irgend eine, auf eine ge- 
gebene Rotationsfläche abwickelbare Fläche, deren Erümmungsmass 
von Null verschieden ist, als Evolute einer Weingarten'schen Fläche 
auffassen. Nur der Fall, dass 



das Linienelement der gegebenen Fläche darstellt, bedarf einer beson- 
deren Erörterung. Zunächst ist zu bemerken, dass a, ß, y jetzt Con- 
stanten sein müssen, da G^ als Function von ^^ allein vorausgesetzt 
wird. Setzt man femer, da a > , 

und schreibt für g', p/, / wieder g, pi, y; so wird 

(3) öi-Pi^ + y^vCci), 

und aus (2) und (3) ergibt sich 

(4) ' -L=_l. 

Die durch das Linienelement 



a a«~"^ 



(5) ds, = VdQ,'~+{Q,'+~y)dq' 

bestimmten Flächen können demnach im Allgemeinen als Evoluten 
von Flächen constanten Krümmungsmasses betrachtet werden. Die 
Formeln § 86 (13) jedoch repräsentiren, wenn die in ihnen enthaltenen 
sechs Functionen fünf Bedingungen unterworfen werden, eine Classe 
geradliniger Flächen von demselben Linienelement, für welche die 
Ausdrücke § 86 (3) überhaupt keine Evolvente liefern. Nimmt man 
y > an, so erkennt man unter den in Rede stehenden Flächen einer- 
seits die Rotationsfläche der Kettenlinie, andererseits die Schrauben- 
fläche. Denn setzt man für die erstere Fläche nach § 19: 

« + 6 z -\- b 

X = u cosv, y = u smvy y ( e + e ) = ^h 

so ergibt sich zunächst 

w* — a^ I ; 

und bei der Transformation 
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y w^ — a^ = u : 

Und dasselbe Linienelement folgt (für Jc=i a) auch aus den Gleichungen 
der Schraubenfläche [§ 47 (3)]. 

Wird die Klasse Weingarten'scher- Flächen , deren Evoluten be- 
trachtet werden^ durch die Minimalflächen gebildet, für welche 

(>1 + P2 = 

ist, so folgt aus § 85 (4): 

(6) ds^^ = dQj^ + 9idq^^ 

Da nun die Rotationsfläche der Kettenlinie eine Minimalfläche ist, 
so lässt sich eine der Flächen, deren Linienelement durch (6) geliefert 
wird, ohne Weiteres angeben: es ist diejenige, welche durch Rotation 
der Evolute der Kettenlinie entsteht. Die Klasse der Evoluten der 
Minimalflächen deckt sich also mit dem Inbegriff der, auf die Rota- 
tionsfläche der Kettenlinienevolute abwickelbaren Flächen. 



§ 88. 

Denkt man sich auf allen Normalen einer Fläche nach einer und 
derselben Richtung von den Flächenpunkten -4, J5,... aus gleiche 
Strecken R abgetragen, so ist der geometrische Ort der Endpunkte 
Äq^ Bqj . , . dieser Strecken eine neue Fläche, welche als Parallelfläche 
der gegebenen im Abstände JB bezeichnet wird. Wir setzen R=-\-a 
oder = — a , je nachdem die Abtragung nach aussen oder nach innen 
vorgenommen wird; dann sind die Ausdrücke für die Coordinaten der 
Parallelfläche: 

(1) XQ = x + aX, y^ = y + aY, 0Q = iS'\-aZ. 

Aus ihnen folgt 

■ dXf^ dx y^ dX 

(2) 



du du ' du 

Bxq dx j^ dX 

dv dv '^ dv ' 



und die Fundamentalgrössen erster Ordnung werden: 

(E^ = E—2aL + a''& 
(3) F^ = F-2aM'{-a^% 

oder, mit Benutzung von § 25 (2): 
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(4) \ F,== f(i- ^-) + Mafai^ + ^)-2] 

G^ = g(i——) + Nala (- + -) — 2]. 
Hieraus ergibt sich noch 

(5) T,' = (1 - ff« + Kay T^ = (1 - fj (1 - fj T\ 

and das Quadrat des Linienelements erhält den Ausdruck 

(6) dV == <is* — 2a — + a^do^ 

= (1 — Ka^)ds^ + a{Ba — 2)~ 



-[(f-0"+«'(i-j){j-^)]^^- 

Weiter folgt aus (2), mit Hilfe von § 11 (10) und § 12 (12, 13): 

(7) ^|lo_|?.Jyo = (l_S„ + ^„.)(|ü|£_|f|y),... 
^ ^ ^w ^t? du cv ^ ' ^ \^w^v cucv/^ 

Die Festsetzungen des § 3, welche bewirken, dass die Richtung der 
Normale nirgends unbestimmt wird, sollen auch für die Parallelfläcben 
beibehalten werden. Dann ist a so anzunehmen, dass bei der Con- 
struction der Parallelfläche niemals 

1 — Ha + Ka^^O 

wird, d.li. dass der Abstand H nirgends dem numerischen Werte eines 
Hauptkrümmungshalbmessers der gegebenen Fläche gleich wird. Unter 
dieser Voraussetzung sind die Richtungscosinus der Normale für die 
Parallelfläche den entsprechenden Grössen für die ursprüngliche Fläche 
gleich oder entgegengesetzt gleich, und man kann bei passender Ver- 
fügung über die positive Richtung 

(8) ^ = x, ro=r, z,^z 

annehmen. 

Hieraus folgen leicht auch die Werte der Fundamentalgrössen 
zweiter Ordnung, wenn man sie nach den Formeln § 11 (4, 5) berech- 
net. Es ist nämlich 

IZ/Q = i — a@ 
Nq = N -a& 
oder auch 
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(10) hf,_JJi- + if[l_„(± + l)] 

Aus (4) und (10) ergeben sich endlich die Ausdrücke, welche zur 
Berechnung der Hauptkrümmungsradien Qj^, q^^ der Parallelfläche ge- 
braucht werden: 

(11) G,L,-2F,M, + E,N, = (l-f){l-f){l- + l--l^)T^ 

(12) L,N, - J4^ =^ -L (l _ f) (i _ ±) TK 
Hiernach wird 



(13) 



TT = _L 4_ J Pt + g » — 2a _ 1 I 



Z» = 



ei Ps (?i — «) (p. — «) Pi — a Ps — a 

1 1 



woraus 

(14) Q^^^Q^^a, Q^^ = Q^-^a. 

Die Differenz entsprechender Hauptkrummungsradien der ursprüng- 
lichen und der Parallelfläche ist also ihrem absoluten Betrage nach 
gleich dem Abstände der beiden Flächen. 

Dies Resultat wird geometrisch unmittelbar erkannt, wenn man 
beachtet, dass die gegebene und die ihr parallelen Flächen dasselbe 
Normalensystem haben; man hat nur noch das Resultat des § 26 hin- 
zuzunehmen, nach welchem der Wert eines Hauptkrümmuifgsradius 
gleich ist der Entfernung des Flächenpunktes von dem Fusspunkte des 
kürzesten Abstandes einer bestimmten Nachbarnormale. Dass in Folge 
der Uebereinstimmung der Normalensysteme auch die Krümmungslinien 
beider Flächen einander entsprechen, bedarf keiner weiteren Aus- 
führung. 

Da entsprechende Hauptkrümmungscentra für die ganze Schaar 
von Parallelflächen zusammenfallen, so ist auch die Evolute aller dieser 
Flächen dieselbe. Stellt man daher die Aufgabe, die Flächen zu fin- 
den, für welche eine gegebene die eine Schale der Evolute bildet, so 
muss eine bestimmte Lösung derselben, wie sie durch die Gleichungen 
§ 86 (3) angegeben wird, jedesmal eine ganze Schaar paralleler Flächen 
liefern können; mit anderen Worten, man muss, wenn man in diesen 
Gleichungen q^ durch q^ — a ersetzt, ebenfalls eine Lösung des Pro- 
blems erhalten. In der That folgt aus den Erörterungen des § 86 
unmittelbar die Möglichkeit einer solchen Annahme. Sie kennzeichnet 
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sich analytisch u. a. dadurch, dass in der, zur Bestimmung von q^ 
dienenden Gleichung § 86 (18) diese Grösse nur in ihren Ableitungen 
vorkommt. 

Die im § 87 besonders betrachteten Flächen, für welche 

ist, lassen sich hiernach auch als Evoluten von Flächen auffassen, 
welche denen von constantem Krümmungsmass parallel sind. Auf 
directem Wege findet man, dass die Hauptkrümmungsradien solcher 
Flächen durch die Relation 

^QiQ2 + ßiQi + (>2) + y = 
verbunden sind. 

Die Construction, welche zu den Evoluten und zu den Parallel- 
flächen führt, könnte dahin verallgemeinert werden, dass* auf der Nor- 
male jedes Flächenpunktes A eine gegebene Function Je der Haupt- 
krümmungsradien von A aus abgetragen und der geometrische Ort 
der Endpunkte A' der abgetragenen Strecken gesucht wird. Doch ist 
zu bemerken, dass nur in den beiden hier untersuchten Fällen die 
Fundamentalgrössen der abgeleiteten Flächen nicht die Ableitungen 
4. Ordnung der Coordinaten der gegebenen Fläche enthalten. Es 
seien x\ y\ z die Coordinaten äer gesuchten Fläche; ihre zweiten 
Ableitungen gehen aus § 82 (1) dadurch hervor, dass x^ durch x\ . . ., (>i 
durch Ä ersetzt wird. Falls nun h nicht, wie für die Parallelflächen, 

eine Constante ist, so kommen in den Grössen ^-^ , . . . die Ableitungen 

von X, y, 8 bis zur 4. Ordnung hin vor, und bleiben auch in den Funda- 
mentalgrössen 2. Ordnung enthalten, wenn nicht die Gleichung 

X'Z+ TY+ Z'Z=0 

stattfindet, d. h. die Normale der abgeleiteten Fläche auf der Nor- 
male der gegebenen senkrecht steht. Nun gilt für X' eiüe Gleichung 
der Form 

mithin ist 

und die Ausrechnung ergibt den Wert 

^ = ^s iin»' - H) ^' + in + *') T'h + n , 

dessen Nullsetzung nach § 12 (11) für k einen der beiden Haupt- 
krümmungsradien liefert. Man gelangt also zu der Krümmungsmittel- 
punktsfläche zurück. 
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V. Abschnitt. 
Allgemeine Theorie der Curven anf gegebener Fläche. 

§ 89. 

Eine krumme Linie, welche auf einer gegebenen Fläche liegt, 
kann, wie schon im § 1 angegeben, dadurch dargestellt werden, dass 
u und V als Functionen einer unabhängigen Variablen t bestimmt und 
die Ausdrücke 

(1) u=m, v=^ut) 

in die Flächengleichungen substituirt werden. Bei Elimination von t 
ergibt sich die Darstellung 

(2) 9(«,t;) = 0, 

von welcher im Vorhergehenden vielfach Gebrauch gemacht wurde. 
Endlich kann, wie z. B. bei einer Krümmungslinie, die Function (p 
erst durch Integration einer Differentialgleichung 

(3) ü{u, v) du + F(w, v)dv = 

zu ermitteln sein. In diesem Fall wird man die Formeln der Curven- 
theorie so zu transformiren suchen, dass sie nur von den gegebenen 
Grössen TJ und V abhängen. 

Bevor auf die verschiedenen Annahmen näher eingegangen wird, 
sei an die Vorstellungen erinnert, mit deren Hilfe man die Eigen- 
schaften der Raumcurven im Allgemeinen zu untersuchen pflegt. 

Durch jeden Punkt A einer Raumcurve gehen drei auf einander 
senkrechte gerade Linien hindurch, welche zu der Curve in enger Be- 
ziehung stehen: die Tangente, die Binormale und die Hauptnormale. 
Die Winkel, welche diese Geraden mit den positiven Richtungen der 
Coordinatenaxen bilden, seien bezeichnet mit 

a, ß, y für die Tangente , 

a, ßy y für die Binormale, 

a", /3", /' für die Hauptnormale. 

um sie eindeutig zu definiren, kommt es darauf an, für jede der vor- 
genannten Geraden eine bestimmte Richtung von der entgegengesetzten 
unterscheiden zu können. Bei der Tangente geschieht dies dadurch, 
dass man sie als Grenzlage der Verbindungslinie von A mit einem 
beliebigen, ebenfalls auf der Curve gelegenen Punkte J5 auffasst (c£ 
§ 4). Sind dXy dy, dz die Incremente der Coordinaten von A beim 
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üebergange zu S, falls B dem ersten Punkte beliebig nahe angenom- 
men wird, so kann man setzen 

rA\ ^^ o äy dz 

(4) cosa = ^, cos^ = -^, C08y = ^^ 

für positives ds = AB. Diese bereits öfter gebrauchten Ausdrücke 

sollen die positive Richtung der Tangente definiren, welche demnach 

vo^ einem willkürlich zu wählenden Princip des Fortganges auf der 

Curve abhängt. 

Die positive Richtung der Hauptnormale wird zweckmässig mit 

Hilfe der Coordinaten des Krümmungsmittelpunktes bestimmt, welcher 

auf der Hauptnormale gelegen ist. Für sie gelten die (im § 10 schon 

benutzten) Gleichungen: 

c. (bdz — cdy) ds^ 

^ — ^ «ij _|- 5« _j- c^" ? • " ' f 

aus welchen 

(5) ^ r= ^'' 



folgt, für r als Radius der ersten Krümmung. Dem Krümmungsradius 
ist im § 9 ein Vorzeichen beigelegt worden, um den Meusnier sehen 
Satz in einfacher Weise aussprechen zu können. Nimmt man von 
jetzt ab r als positive Grösse an, so bleibt dieser Satz in der Form 

(6) r === \ Q \ cos 9 

bestehen. 

Es sei nun die von Ä nach dem Krümmungscentrum gehende 
Richtung der Hauptnormale die positive, also 



cos a ' = > • • • 7 



dann folgt durch Einsetzen: 



(7) 



, „ bdz — cdy 
' COS a = ^ — 

ds yä"' + b^ + c^ 

Qt, cdx — adz 

cos p =a 



cos y" 



ds Ya^ + b' + c* 
ady — bdx 



ds Ya^ + 6^ + c^ 

Der Contingenzwinkel der Curve, d. h. präciser der unendlich kleine 
Bogen eines Kreises vom Radius 1, welcher zu dem Winkel der Tan- 
genten in Ä und B als Centriwinkel gehört, sei mit da) bezeichnet, 
und der Torsionswinkel, welcher die analoge Bedeutung für die beiden 
benachbarten Binormalen hat, heisse d(o\ Dann gelten, wenn noch 
/ den (ebenfalls beständig positiven) Radius der zweiten Krümmung 
bedeutet, die Gleichungen 
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(10) 

(11) 



(8) d(o = y{d cos af + {d cos ßf+ {d cos yf 

(9) rfö = ]/(dcosa7 + (rf~coV /3')M^ (d cos /)2 

dco 1 

ds r 

da' 1 

^ " V ' 

Ferner erhält man leicht durch Ausrechnung: 

/^ fvv d cos a ff d cos fi ^^^ (2 cos y ^^ 

(12) "dir = cos«, -^ = cos^, -j^; ^cosy. 

Diesem System von Differentialrelationen lassen sich zwei andere an 

die Seite setzen, deren eines zur Bestimmung der positiven Richtung 

der Binormale dient. Sie können auf folgende Weise abgeleitet werden. 

Es seien a, ß, y die Richtungswinkel einer beliebigen Geraden, 

sodass 

cos* a + cos* ß + cos* y = l 

ist. Die Gerade denken wir uns als einer gegebenen Schaar angehörig; 
dann sind die Grössen^ welche ihre Lage bestimmen, d. h. namentlich 
die Richtungscosinus, eindeutige Functionen einer Variablen t Jeder 
Richtung (a ß y) werde eine andere, («" /5" /'), vermöge der Gleichungen 

(12) zugeordnet. Dann lässt sich zunächst leicht zeigen, dass je zwei 
entsprechende Linien auf einander senkrecht sind. Denn aus 

S cos* a = 1 

wii^d durch Differentiation erhalten 

2/ cos a^cos « = 0, 

d. h. mit Berücksichtigung von (12): 

(13) 2 cos a cos a" = . 

Eine dritte Richtung, (cc ß^ y), sei auf den beiden ersten senkrecht, 
sodass die Relationen 

(14) 2 cos a cos a =0 

(15) 2 cos a cos a" = 
bestehen, zu welchen noch 

(16) 2 cos* a =« 1 

hinzutritt. Bildet man die Differentiale von (14) und (16) und be- 
achtet (15), so folgt 

2 cos a dco8 a' = , 2 cos a dcos a = . 

Für die Differentiale d cos a , . . . gelten also dieselben Gleichungen, 
welchen nach (13) und (15) auch cos a", . . . genügen. Daher ist 

c?cos a : dcos ß^ idcos / = cos a" : cos ß'' : cos y"=dcosa: dcos ß idcosy. 
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und hieraus ergibt sich weiter 

d cos a . „ 

— :=— 7 — = + COS a , . . . 
aoo — ' 

üeber die positive Richtung der dritten Geraden sei nun so verfügt, 
dass in diesen Gleichungen die oberen Zeichen gelten. Die Voraus- 
setzungen, welche zu den Gleichungen führten, bestehen für die Tan- 
gente, Hauptnormale und Binormale irgend einer Baumcurve, und 
man erhält 

/^ -\ d cos a' ,, c2 cos fi' afr dcosv' ,/ 

(17) — T->— = COS a , — , , = cos p , — , / = cos y . 

Unter den neun eingeführten Richtungscosinus besteht u. a. die 

Gleichung 

cos* a + C03* a + cos* a" = 1 , 

aus welcher folgt 

cos « d cos a -|- cos a d cos a -|- cos a" d cos a' = Q , 

oder mit Hinzunahme von (12) und (17): 

d cos a" = — cos a d(o — cos a dco^ und ebenso 
d cos /3" = — cos ß dco — cos ß^ d(o' 
d cos /' = — cos y da — cos y dca'. 

Aus den letzten Formeln ergibt sich noch für den Winkel do" zweier 
benachbarten Hauptnormalen, welcher zunächst (entsprechend (8, 9)) 
durch die Gleichung 



(18) 



rfc" = y(dcos aj + {d cos ß'J + (d cosV')' 
zu definiren ist, der Ausdruck 

(19) den" = V^ö* + d(o~' . 

Die Grösse d(o" ist also, insofern sie in einfacher Weise aus den und 
dco) zusammengesetzt ist, im Allgemeinen nicht besonders in Betracht 
zu ziehen. 

Die Relationen (12, 17, 18), welche alg die Frenetischen For- 
meln bezeichnet werden, gestatten in Verbindung mit (10), (11), die 
Differentiale der Richtungscosinus der Tangente, Binormale und Haupt- 
normale durch diese Cosinus selbst, das Bogenelement der Raumcurve 
und ihre beiden Krümmungen auszudrücken. Denn es folgt 

(20) d cos a = — cos a", . . . 

(21) d cos a = —r cos a", . . . 

/oo\ j " j /cos a , cos a\ 

(22) a cos a = — ds I --. 1 —j , . . . 

Knoblauch, Flächentheorie. 16 
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§90. 

Liegt die betrachtete Raumcurve auf einer gegebenen Fläche, so 
kann man zur Ermittelung ihrer erstenKrümmung in einem Punkte 
A folgendermassen verfahren. Man denke sich auf der Hauptnormale, 
von A aus nach dem Krümmungscentrum hin, eine Strecke abgetragen, 
welche gleich (oder proportional) der Krümmung ist, und diese Strecke 
auf die Tangentialebene und auf die Normale projicirt. tp und ^ seien 
die Winkel, welche die Hauptnormale mit der Flächennormale und mit 
der, in der Berührungsebene gelegenen Normale der Curve bildet. 
Dann ist: 

oder, nach dem Meusnier'schen Satze f§ 89 (6)] : 

(•) (ir-(F+e^»r-(ir+/. 

Da nun der Ausdruck von q bekannt ist, so hat man nur die Grösse 
g zu bestimmen , was zunächst für eine Coordinatenlinie w = const. 
ausgeführt werden soll. 

Das Coordinatensystem auf der Fläche sei ein rechtwinkliges, so- 
dass die Projection der Krümmung auf die Tangentialebene in die 
Tangente der Linie v = const. hineinfällt. Dann ist 

cos^ ^ = (2 cos «" -^ g)' , 

mithin nach § 89 (20) : 

/cos i/>\2 1 / "^7 d cos a dx^ 

und weiter, da 

cis = ±YGdv, ^ cos « = + ^ (^ ^) • dt; 

zu setzen ist: 

,^. s "^ dx d /_1 dx \ 

wenn gu den Wert von g für die Linie u = const. bezeichnet. Durch 
Ausführung der Differentiation folgt, mit Benutzung von F = und 
der Gleichungen § 27 (1, 4): 

xo\ g dG- 

^^^ ^"^ 2GVE^^' 

Die Grosse g kann noch auf eine andere Weise erklärt werden, 
welche zugleich dazu dient, das Vorzeichen zu fixiren. Es seien jL 
und B benachbarte Punkte der betrachteten Curve, AB'C und DBC 
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die beiden geodätischen Linien, welche jene Curve in A und B be- 
rühren, ÄE und BF die durch Ä und B gehenden m- Linien. Die 
Richtungen AB, AE, BF seien die positiven. Der 
Winkel B'DB = dWy welchen die beiden geodätischen 
Linien in ihrem Schnittpunkte mit einander bilden, 
heisst der geodätische Contingenzwinkel der 
Curve AB, Wird nun, wie im § 54, 

DAE=^w, G'B'B = w + dw, 
ferner 

GBF=w-^8w 

gesetzt, so ergibt sich bis auf Grössen, welche gegen *^* 

die vorkommenden Differentiale unendlich klein sind, 

dw = dw — 8w, 
Der Differentialquotient 

/ .V dw — 8w 1 

W — rfr- = ^ 

definirt nach Wert und Vorzeichen die (von Liouville so genannte) 
geodätische Krümmung der Curve AB im Punkte tI; B wird als 
Radius der geodätischen Krümmung bezeichnet. Diese Grösse kann 
nach der getroffenen Festsetzung auch negative Werte haben. Denn 
würde man z. B. in der Figur die w-Linien nach derjenigen Seite hin 
positiv nehmen, nach welcher die gegebene Curve convex ist, so würde 
8w> dw werden. 

Für die oben gemachte Annahme ist w? = — , w -\- dw = — , also 
jD = -j^ ' Ferner ergibt sich aus § 54 (5, 7) für F = 0: 

yE br dw =—-^ du — ir ^ - »^ ^ ctg «<; == 1/ ^^ -r- , 
^ 2 dv 2 du ' ^ f G dv^ 

und ds hat den Wert ^Gdv^ mithin wird für die Linie u = const. 

J_ ^ ^ /dE du _dG\ ^ 1 /dE -t/G __ dG\ 

^u 2GyE\^^dv du) 2GyE\^^ y [E ^ S '^ ^~j? 

d. h. 

,g. J^ ^ 1 aG ^ 1_ dVG 

^ ^ ^u 2GyE^^ YEG ^w ^ 

ein Wert, welcher auch aus (3) für g = -|- 1 hervorgeht. Man hat 
daher allgemein 

//?\ 1 cos rb 

(6) S-=^»= r ' 



wenn unter ip der Winkel verstanden wird, welchen die positive Rich- 
tung der Hauptnormale mit der positiven M-Linie bildet. 

16* 
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Bei Yertauschung von u mit v ergibt sich 

,„v j_ ^ ^ ■* _ ^j? „ _ ^ gys 

Die Definition (4) lässt sich unmittelbar auf eine beliebige Curve 
übertragen , und ebenso bleibt die Gleichung (6) bei passender Er- 
klärung des Winkels ^ allgemein bestehen. Denkt man sich von Ä 
aus auf der, in der Tangentialebene liegenden Normale der Curve eine 
Strecke | R \ nach derjenigen Bichtung abgetragen, welcher die Curve 
ihre concave Seite zukehrt, so wird der Endpunkt als Mittelpunkt der 
geodätischen Krümmung bezeichnet. Die Gleichung (6) oder all- 
gemein 

(8) r^R cos ^ 

besagt, dass dieser Punkt auch erhalten wird als Schnittpunkt der 
Tangentialebene mit einer Geraden, welche im Krümmungsmittelpunkte 
auf der Schmiegungsebene der Curve senkrecht steht. 

Die geodätische Krümmung bildet für die Curven auf krummen 
Flächen die naturgemässe Verallgemeinerung der Krümmung ebener 
Curven. Sie ist mit der Krümmung im gewöhnlichen Sinne iden- 
tisch, wenn die Fläche als Ebene vorausgesetzt wird. — Ist die ge- 
gebene Linie eine geodätische, so fallen die beiden Curven ÄC und 
BC mit ihr zusammen, und die geodätische Krümmung wird gleich 
Null. 

§91. 

Es sei jetzt für eine beliebige Curve 

(1) <jp(ti,t;) = 

(oder q) (w, v) = G) der Ausdruck der geodätischen Krümmung zu fin- 
den. Wir betrachten sie als einer Schaar 

(2) (p (uy v) = const. 

angehörig und nehmen die Curven (2) als «^'-Linien eines Coordinaten- 
Systems, ihre orthogonalen Trajectorien 

(3) ^ (tij v) ~i V == const. 

als w -Linien an. Bezeichnet dann g die geodätische Krümmung einer 
Curve (2), so ist nach (5) des vorigen Paragraphen: 

Diesen Ausdruck transformiren wir zunächst durch Einführung der 
DiflPerentialparameter 1. Ordnung (§ 68) und setzen zur Abkürzung 

(5) J\q^) = \, ^\^)=Jc,. 
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Dabei wird wegen der InvariaDz des DiflFerentialparameters und in 
Folge von F' = (oder z/ (u\ v) = 0) : 

(6) ^1 = ;^ 7 ^2 = ^ » 

mithin 

An Stelle d^r Ableitung von -r- kann der Ditferentialparameter 

2. Ordnung der Function (p oder u' eingeführt werden. Nach § 68 
(16) wird nämlich 



■ 'Vw .,^'V. 



h 


d *' 


Ka 


~ 2 *« du' 





(8) ^* («') = -_k^ — :-,- = yh, h^ . , 

oder 

(9) ^V) = |(m.^ + 8^\ 

Hieraus folgt in Verbindung mit (7): 

' . dk 

Es bleibt noch übrig, die Ableitung x- J durch Diflferentialquotienten 

nach den ursprünglichen Goordinaten zu ersetzen. Dies kann dadurch 

geschehen, dass man die Gleichung 

dkl dk^ du ^^^k^ dv 

du' du du ' dv du 

aufstellt und die ümkehrungsformeln § 5 (10) benutzt, welche wegen 

Tz/ == yK~(r = -i 



die Form ehalten: ^ ^ * 

du 1 dv' du 1 du 

(11) 



dv 1 dv' dv 1 du 



Doch empfiehlt es sich, die letzteren einer weiteren Transformation zu 
unterwerfen, mit Hilfe der Gleichungen 

^i(w') = \, J\v) = \, z/(w', v) = 0, 

welche bei Einführung der Abkürzungen 

=02 



du 


dv 1' 


dv 


6^W 


^ du 


dv "' 


E ^/' 

dv 
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geschrieben werden können: 



(13) 



1 du ' ^1 ~dv — -^ ^1 » -^^2 :^« "T V2 p,V — ^ ^'i 



du 









2 a« 



> 2 a^ + Ö2 ^^ 

Aus ihnen folgen^ da 

wird, für die Ableitungen die Werte: 



(14) 



/ du Q^ I /Ä'i ?^ == Z*2 1 Ai 

^ du~ T V k,' dv T V k^' 



welche in (8) eingesetzt die Resultate liefern: 



(15) 



' du^ 
du 

du 

d 

dv 






du 
du 



.^,du 



-) 

v/ 



ou 



cv 



V T^Äg \ du dv/ 

T'^k, V" dv -^ du) 
T~'X V" dv ^ du)' 



Diese, zuerst von Beltrami aufgestellten Formeln sind deshalb beson- 
ders wichtig, weil in ihnen die Ableitungen von u und v nach u nur 
durch die Ableitungen von u nach u und v ausgedrückt werden, ohne 
dass die Function v vorkommt; und analog für die beiden anderen 
Ableitungen. 

Ist nun % irgend eine Function von u und v, welche beim Ueber- 
gange zu Orthogonal-Coordinaten den Ausdruck % (u, v) erhält, so folgt 
mit Benutzung von (15): 

^X ^^ 1 r^ du d X __ p l^ '^H \ du_ djt\ I -prdu dxl 
du T^k^ L du du \du dv "' dv du) ' dv dvA 





dv 


1 \f,d 


d. h. 


nach 


§ 68 (6, 3) 


(16) 




dx 

du 



^(»', x) 



d V 



^{^\x) 



kl ^ d V k^ 

Nimmt man ^etzt % == ^^(w') ='X=K ^^^ substituirt in (10), so er- 
gibt sich 



9 
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oder endlich; wenn für u' wieder 9 geschrieben wird: 

Dieser Ausdruck, aus welchem jede Beziehung auf die Orthogonalschaar 
^ = const. verschwunden ist, stellt den gesuchten Wert der geodä- 
tischen Krümmung für die gegebene Curve dar. 

§ 92. 

Die für g gefundene Formel kann in mannigfacher Weise trans- 
formirt werden. Beachtet man z. B. die Gleichung 

und nimmt 






so folgt 



mithin weiter: 

(1) g=-^(q> 



2(^'(9'))*^(<P, ^J, 



^'(<p) 



Setzt man nun für die Di£Ferentialparameter 1. und 2. Ordnung und 
den Zwischenparameter ihre Werte: 

>« -p[s(ii)*-2i'i!i^+£(iin 
.Af,*)= i.[(s|i -F'^) |s + (Ell -^'^y^i 

so ergibt sich 

9— TlTV^ du dvJ du 



y^'isp) 



4- 1 (e^^ — F-^\- 

^ T \ dv dul ov 



>/j'(9) 



+ 



1/^'(<P) 



du 



T \ du ov/ * 



d 1 



y^Hqp) 






oder 

(3) 



9= — 



T 



d 
du 



du dv 



rv«f/j-^^l?l!+M?j 



+ 



cv du 



f \du/ €u dv ' \ov/ -' 
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Für (p = u, q> = V erhält man Ausdrücke für die geodätische 
Krümmung der Coordinatenlinien : 



(4) 



^« ~" T \ du dv yo) 

J^ ( dVE _ d_ F \ 

^'~ T \ dv duVK/' 



}/ral-* = -2^(^'^^^+a!)' 



welche für JF = in die des § 90 ((5) und (7)) übergehen. Sie er- 
halten bei Benutzung der Grössen J die Form 

I Von Interesse ist die Darstellung des Erümmungsmaasses mit 
Hilfe von gu und g^,, auf welche Liouville zuerst aufmerksam gemacht 
hat. Nimmt man für K den ersten Wert aus § 67 und führt an Stelle 

von -^ die Grösse gr„ ein, benutzt dann fortgesetzt die Ausdrücke von 

cos 0* und sin d" durch die Fundamentalgrössen, so findet sich leicht 

und entsprechend: 

dE 

dv 
mithin 

(6) ^ = ; [/;'. + L •(^« y^\ + 1 (^' y^)] ' 

Ist die betrachtete Curvenschaar durch eine Differentialgleichung 

üdu + Vdv = 
definirt, so kann 

ou ' öv 

gesetzt und X als positiv angenommen werden. Dann ergibt sich 
aus (3) : 

,^x _ _ 1 rd GU-FV 

^ ^ ^ T Idu y'ö'ü^—^Firv + EV^ 

. d EV - FU ^-1 

^^ y'G U''~^ 2 FÜY -}^E V^J ' 
Ist endlich die Fläche durch eine Gleichung 

(8) g = h (x, y) 
gegeben, so folgt aus § 90 (6) für g der Wert 

(9) /y = + -^^-"-^— — ^-, 



\ 
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wo die in ds, a, 6, c enthaltenen Dififerentiale aus ^, absolute Func- 

mit einer analogen Gleichung z = \ {^yV) herzuleiteirwebene Fläche 

Allgemein ergibt sich aus § 90: >firsuchungen 

,^^. , Xa+ Yb + Zc >prdinaten 

(10) g = ± ^^,3 ^ ; \ 

ein Ausdruck, dessen Zähler im § 53 berechnet worden ist. Div5 
man die linke Seite der dort gegebenen Gleichung (9) durch Tds^ 

oder multiplicirt die linke Seite von (10) mit -j—^^ so erhält man eine 

Darstellung von g mit Hilfe der Dififerentiale von u und v, welche sich 
auf die gegebene Curve beziehen. 

§ 93. 

Der Umstand, dass der Wert § 91 (17), ausser von der Function 
9>, nur von den Fundamentalgrössen erster Ordnung der gegebenen 
Fläche abhängt, ist für die Theorie der Abwickelung von Wichtigkeit. 
Zunächst ist aus der geometrischen Bedeutung der Grösse g unmittel- 
bar ersichtlich, dass ihr Ausdruck bei einer Coordinaten-Transformation 
in den formell gleichgebildeten übergehen muss. Analytisch würde 
dies aus der Theorie der Functionen z^^(g?), ^^(y), ^(y, ^) folgen 
(§ 63, 64). Beachtet man nun den Zusammenhang zwischen der 
Transformation der Fundamentalgrössen 1. Ordnung und der Theorie 
der Abwickelung, wie er nach § 27 stattfindet, so ergibt sich: Sind 
zwei, auf einander abwickelbare Flächen gegeben, und werden [auf 
ihnen zwei entsprechende Curven 

(p (u, V) = const, 9 {u, v) = const. 

(wo 9 (w,v) = 9 («*'; ^')) angenommen, so hat die geodätische Krüm- 
mung dieser Curven in entsprechenden Punkten denselben Wert; oder 
kürzer: Bei der Biegung einer Fläche bleibt die geodätische 
Krümmung einer Linie g) («, v) = const. ungeändert. 

Es sei nun allgemein eine Function von u und v durch folgende 
zwei Eigenschaften definirt: 1) Sie hänge, ausser von gegebenen 
Functionen tp, ^ etc., nur von den Fundamentalgrössen erster Ordnung 
der gegebenen Fläche ab; 2) sie gehe bei einer beliebigen Trans- 
formation der Coordinaten in die, aus ^, ^, . . . E\ F\ G' in der- 
selben Weise zusammengesetzte Function über. Dann ist also: 

(1) /•(^,i^,G,|f,...<p,^,|j,...) = 



f{E', r, G', gj, . . . <p, V, gj, • • •) 



/ 



/ 



/ 
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Für ip = u, a( 
Krümmung der p^ 




D 
CD 



CD 



|t. § 93. 

mi als invariable Functionen 
trische Eigenschaften von Curven 
i^en zwischen mehreren solchen 
Biegung der Fläche unverändert 
und 2. Ordnung einer Function 
^ sind derartige Grössen. Aus 
Functionen des Winkels zweier 
bar ersichtlich ist, zusammeu- 



xüung, wie oben abgeleitet, mit Hilfe 

•.•.-wui»«u z« \axT^t€fV6ät, 

Enthält der Ausdruck f keine willkürlichen Functionen 9, ^, . . ., 
sondern nur ti, v, E, F, G (und die Ableitungen dieser Fundamcntal- 
grössen), so heisst er nach Beltrami eine absolute Function, nach 
Weingarten eine Biegungsinvariante der Fläche. Man kann sich 
leicht überzeugen, dass in einer solchen die Coordinaten w, v nicht 
explicite vorkommen können. Angenommen nämlich, es sei 

f(u,v,E,F,G,^^,..)==f(i,',v,E',F',G',^^,...); 

dann setze man 

m' = w + a , v' = V -^ b, 

wo a und h willkürliche Constauten bedeuten. Es wird 

dE' dE 



K = E, F' = F, G'= G, 



du 



du 



•? 



mitbin 

f{u,v,E,F,G,\^,..)=f(u + a,v + h,E,F,G,^-^,..); 

und diese Relation kann nur bestehen, wenn -J-- und -J- identisch 

' du cv 

verschwinden. Hiernach ist 

(3) f\^y^^^'J^^ )^ f (-^'^ ^^ ^'' ä7' — / 

die charakteristische Gleichung einer absoluten Function. 

Wie im Vorhergehenden auf verschiedenen Wegen nachgewiesen, 
ist das Gauss'sche Krümmungsmass K eine Biegungsinvariante. Und 
zwar kann man zeigen, dass K die einfachste Function dieser Art ist. 
Setzt man in die Ausdrücke der invariablen Functionen für 
<p , ^, ... absolute Functionen ein, so erhält man neue Biegungs- 
invarianten, da die entstehenden Werte Gleichungen von der Form (3) 
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genügen. So sind ^^{K), ^{K), ^(Z, ^\K)) etc. absolute Func- 
tionen. Von diesen können höchstens zwei für eine gegebene Fläche 
von einander unabhängig sein. Es ist für manche Untersuchungen 
zweckmässig, zwei solche Invarianten als krummlinige Coordinaten 
anzunehmen. 

§94. 

Man wird auf die geodätische Krümmung bei einer isoperime- 
trischen Aufgabe geführt, welche folgendermassen formulirt werden 
kann. Zwischen zwei Punkten A und JS einer Fläche sei eine Curve 
gegeben; gesucht wird eine andere Curve mit denselben Endpunkten 
und von vorgeschriebener Länge, welche mit der ersten zusammen 
einen möglichst grossen Flächeninhalt einschliesst. 

Angenommen, die Curve sei gefunden und werde auf die (ict/)- 
Ebene projicirt; die Projection heisse A' C JS\ Längs dieser Linie 
ist y gleich einer, als eindeutig vorausgesetzten Function x{x)^ welche 
durch Lösung der Aufgabe zu bestimmen ist. Wird die Fläche in 
der Form 

(1) ^ = 9 {x, y) 

gegeben, so hat der Flächeninhalt, welcher ein Maximum werden soll, 
den Ausdruck 

ffVF+~¥T^ äx dy = J. 

Das Doppelintegral ist über dasjenige Gebiet zu erstrecken, welches 
durch die Linie A' C B' und die Projection A' C^ B' der gegebenen 
Curve begrenzt wird. Längs der letzteren Projection sei y gleich der 
eindeutigen Function /'(ic). Dann hat man für x^ und x^ als erste 
Coordinaten von A und Bi 

(2) J =fdx /v'F+äH-'l dy . 

Xo X («) 

Die Länge der gesuchten Curve ist 

WO l eine gegebene Constante. 

Verändert man die Curve AGB, jedoch so, dass ihre Länge =1 
bleibt, so ändert sich im Allgemeinen auch die Projection A' C B\ 
und y wird eine andere Function von x. Es sei % ~\^ V ^i® ^®^® 
Function. Sie muss, an Stelle von ](^ in (2) eingeführt, einen Wert 
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J' liefern, welcher kleiner ist als J. Um die Differenz J — J' zu 

finden, setzen wir noch das unbestimmte Integral lyp^-}- g'^+ 1 ^V > 
als Function von y betrachtet, = W(y)j und erhalten 

J=f{W{f)- Wixddx, 



Xo 

X, 



J' =f{ W(f) - W{x + V)) dx, 






J-J' ^J{W(x + ri)- Wix)) dx. 



X(\ 



Bei der Entwicklung nach Potenzen von iy, welches beliebig klein an- 
genommen werden kann, wird das Anfangsglied 






und es ist 

dW dW 



=-.4=y/+2^+i, 



dx dy 

wo in der Wurzelgrösse noch % für y gesetzt zu denken ist; mithin 

Xi 

(4) d J =fVp'+~gi^+l ,7idx. 



Xn 



Diese Grösse muss verschwinden, wenn J ein Maximum sein soll. 

Hat jetzt s' die analoge Bedeutung für s wie J' für J, und wird 

9^{^,x + n) — ^ (^; x) = t 

gesetzt, so ergibt sich 

Xo 

und man erhält für die Anfangsglieder der Entwickelung von s' — s 
(cf. § 53) den Ausdruck 

fh-^-p. + ^ßf)dx = Ss. 
J \ds dx ' ds dx/ 

Schreibt man für % und q) wieder y und z und führt eine partielle 
Integration aus, so kommt 
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dz" 



(5) ». - [, ir + « rS-f{i '-}}■ + ( '.? j "' - 



«0 



wo der erste Ausdruck verschwindet, weil i^ und damit auch ^ ßir 
X = Xq und X =^ x^ gleich Null ist. Allgemein ergibt sich für £;, bei 
Abkürzung auf die Glieder 1. Ordnung, der Wert 

Da nun s' — s = sein soll, so muss sicher auch 8s verschwinden, 
und man erhält aus (5):] 



«1 

(6) / \-:: + a f:}ndx=o. 



J \dx 



dx 



Das Resultat ist also, dass für alle Werte von i^, welche der Be- 
dingung (6) genügen, die Gleichung SJ==0 oder 

(7) fVp' +q'+l-ridx==0 



Xn 



stattfinden muss. Hiernach ist y zu bestimmen. 
Es sei zur Abkürzung 



(8) 



ferner 



as ^^ as jj 

7lx * ^ dx 



l Vp' + q'+^ = v, 



X 



(9) fVtidx^oix) 



Xc 



gesetzt. Dann ist die Grösse rj nur der Bedingung zu unterwerfen, 
dass die aus ihr gebildete Function ca für x = Xj^ verschwindet; im 
Uebrigen ist i] (immer innerhalb bestimmter Grenzen) vollkommen 
willkürlich. Entnimmt man aus (9) 

(O (x) 



n = 



und substituirt in (6), so wird 



«1 
yT (o' {x)dx = 0, 



Xo 



254 V. Abschnitt. § 94—95. 

d. h. bei nochmaliger Ausführung einer partiellen Integration und Be- 
nutzung der Gleichungen «(^Cq) = 0, cö(a;J = 0: 



(10) 



I -j~ (X) dx = . 



Hierin ist o eine willkürliche Function, welche nur an die eben be- 
nutzten Gleichungen gebunden ist. Daher ist schliesslich 

^ V ü 

-- — = oder y = const. 

eine notwendige Bedingung für die Grösse y, welche der gestellten 
Aufgabe genügt. Werden für U und V ihre Werte substituirt, die 

Integrationsconstante mit ^ bezeichnet, so ergibt sich 

, dy . .dz 
d-^ + qd — 
/^H\ ds ds 1 

Wenn man hier die Dififerentiale im Zähler entwickelt, so erhält man 
für die linke Seite nach einer leichten Umformung einen Wert, welcher 
mit § 92 (9) für d^x = übereinstimmt. Es wird. also 

(12) 9 = ±i 

eine notwendige Eigenschaft der gesuchten Linien; das heisst: die 
Curven, welche bei gegebener Bogenlänge ein möglichst 
grosses Stück einer Fläche begrenzen, haben constante 
geodätische Krümmung. 

§ 95. 

Es seien die Coordinatenlinien u = const. Curven von constanter 
geodätischer Krümmung, so gilt nach § 92 (4) die Gleichung 

und wenn dieselbe Eigenschaft für die Linien v = const. voraus- 
gesetzt wird: 

(2) y[-W--^ yjj) = ^ W- 

Nehmen wir im Besonderen an, dass beide Schaaren auf einander 
senkrecht seien, so wird: 
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und hieraus folgt bei Differentiation nach v resp. u: 

g' i^g yg _ Tf(u) a (v) = ^' ^°g ^^' 
oder 

(4) ^^- - = • 

^ ^ du ov 

Nach § 52 liefert diese Gleichung das Resultat: Sind zweiSchaaren 
von Linien constanter geodätischer Krümmung auf einander 
senkrecht, so bilden sie zugleich ein isometrisches Curven- 
system. 

Hat umgekehrt die geodätische Krümmung einer Linienschaar, 
welche mit einer anderen zusammen ein isometrisches System bildet, 
längs jeder Linie einen constanten Wert, so ist dies auch für die 
zweite Curvenschaar der Fall. Es seien wieder die beiden Schaaren 
zu Coordinatenlinien , und ihre Bestimmungsgrössen so gewählt, dass 

E = G, F=0 

ist. Dann wird 



\p) 9u — j^ du ~ du ' ^"^ ~ dv ' 

Nach der zweiten Annahme ist 

eine Gleichung, welche in der Form o ^ — = geschrieben, die Be- 
hauptung 

liefert. — Die Flächen, für welche die Voraussetzungen der obigen 
Sätze erfüllt sind, haben die Eigenschaft, dass das Quadrat ihres 
Linienelements auf die Form 

W ^^ — (jjj^ yy 

gebracht werden kann, in welcher ü nur von m, Y nur von v abhängt. 
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Ein besonders einfacher Wert ergibt sich für gu unter Zugrunde- 
legung orthogonal-geodätischer Coordinaten. Für iJ = 1 , F «= folgt 
zunächst, wie es nach § 90 (Schluss) der Fall sein muss, 

(7) 9, = 0, 

ferner 

/oN n —ZlI. lYÄ _ _ ± dlogG 

^^^ ^''~YG du ~ 2 du ' 

Die Gleichung (7) kann als Specialfall von (2) betrachtet werden. 
Nimmt man jetzt wieder, der Gleichung (1) entsprechend, 

d. h. die Parallelcurven als Linien constanter geodätischer Krümmung 
an, so kommt 

G = fi («)* 9, (vT, 
und es wird bei passender Wahl der Coordinaten 

Eine solche Form des Linienelements kommt aber den Rotations- 
flächen zu, d, h.: Existirt auf einer Fläche eine Schaar geodätischer 
Parallelcurven von constanter geodätischer Krümmung, so ist die Fläche 
auf eine Rotationsfläche abwickelbar. 

Für die erste Schale der Krümmungsmittelpunktsfläche bildeten 

die Curven 

Qi = const. und q = const. 

(cf. § 84) ein orthogonal -geodätisches System. Stellt man nun die 
geodätische Krümmung der ersten Linienschaar nach der Gleichung (8) 
her, so erhält man zufolge § 84 (13): 

Für die zweite Schale vertauschen sich q^ und (jg* ^s sind daher, 
abgesehen vom Vorzeichen, die Radien der geodätischen Krümmung 
für die Linien q^ = const. resp. Q2 = const. auf den beiden Evoluten- 
schalen einander gleich, und = der Differenz der Hauptkrümmungs- ^ 
radien der Evolvente. 

Ist Q2 allein von q^ abhängig, also gQ^ Function von (>i, so ergibt 
sich durch Combination mit dem vorhergehenden Resultat wieder der 
Weingarten sehe Satz. — 

Die geodätische Krümmung der Krümmungscurven einer beliebigen 
Fläche lässt sich am leichtesten bestimmen, wenn man diese Curven 
selbst zu Coordinatenlinien wählt. Denn dann ist nach § 90 (5, 7): 

QO) a = — ^ ^''^~ a = ^ ajog^. 
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Stellt man diese Ausdrücke mit § 44 (18) zusammen, so kann man 
auch schreiben 

/jj\ ^ £i ^ n = — — 

Bei Substitution in § 83 (5, 5a) und Elimination von o— , -J^ würden 

sich zwei Relationen zwischen g^, g^ und den vier Hauptkrümmungs- 
radien der Evolute herausstellen. 

Was die Asymptotencurven betrifft, welche durch die Bedingung 

— = definirt werden, so ergibt. sich aus § 90 (1), dass ihre erste 

Krümmung mit dem absoluten Werte der geodätischen Krümmung über- 
einstimmt. 

§96. 

Die zweite Krümmung oder Torsion einer Curve aufgegebener 
Fläche ist in zwei Fällen leicht zu bestimmen: wenn nämlich die 
FJächennormale entweder mit der Binormale oder mit der Haupt- 
normale zusammenfällt. Für die erste Annahme, oder wenn die 
Schmiegungsebene die Fläche berührt, hat man es nach § 46 mit einer 
Asymptotencurve zu thun. Von dem, keiner Erörterung bedürftigen 
Fall, dass eine solche Linie gerade ist, sehen wir dabei ab. Aus den 
Gleichungen 

(1) cos a' == + X, cos i?' = + Yj cos y' = + 2', 

folgt nun in Verbindung mit § 89 (9, 11): 

(^^ T = ds ' 

und wenn, wegen — = , 

gesetzt wird [§ 25 (3)] : 

(3) l' = V^=^, 

d. h. das Quadrat der Torsion einer Asymptotencurve ist gleich dem, 
mit negativem Zeichen genommenen Krümmungsmass der gegebenen 
Fläche. Diese Torsion bleibt daher bei einer Biegung der Fläche 
ungeändert. 

Enthält die Schmiegungsebene der Curve die Flächennormale, oder 
ist diese mit der Hauptnormale identisch, so ist die Linie eine geodä- 
tische. Wir führen dann den Winkel 

(4) dl»" = }/(dcös«")' + (ei cos /3")' + (döö^y^ 

Knoblauoh, Eläohentheorie. 17 
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benachbarter Hauptnormalen ein, für welchen nach § 89 (19) die 
Gleichung 

(5) d(o''^ = d(o^ + dai'^ 

stattfindet. Dividirt man durch d^, setzt 

(6) cos «"= + X, cos /3"= + r, cos y'=±Z 

und beachtet, dass für eine geodätische Linie die erste Krümmung mit 
der Normalkrümmung übereinstimmen muss, so ergibt sich 

m ©'=(1)' +(;■)" 

oder 

d. h. endlich, nach § 26 (10, 8): 

/QN 1 , — &du^ — (-O-' — rf) du dv -\- rj' dv^ _, f 

^^ V^ ^ ~T{Edü^ ~+^'Fditdi + Gdv^ ± X * 

Ist nun eine beliebige Curve vorgelegt, so denken wir uns die 
geodätische Linie construirt, welche sie in dem gegebenen Punkte be- 
rührt. Die zweite Krümmung dieser Linie wird als geodätische 
Torsion der gegebenen Curve bezeichnet. Freilich entspricht dieser 
Begriff nicht vollständig dem der geodätischen Krümmung; vielmehr 
müsste als solche eigentlich die erste Krümmung der geodätischen 
Linie, d. h. die Normalkrümmung bezeichnet werden. — Da für die 

gegebene und für die geodätische Linie das Verhältnis ^ denselben 

Wert hat, so wird der Ausdruck der geodätischen Torsion -^ unmittel- 
bar durch die Gleichung (9) bestimmt. Doch sollen für die geodätische 
Torsion, abweichend von der Torsion im gewöhnlichen Sinne, auch 
negative Werte zugelassen werden; und zwar sei allgemein gesetzt: 

1 —»du^— (-Ö-'— 7i) du dv + y\ dv^ 



(10) 



M' T{l!:du^+2Fdudv + Gdv^) 

^ {EM— FL) du* + (JgJVr— GL) du dv + (FN- GM) dv^ 
~ yFG — F^ (Edu* + %Fdu dv + G dv^) 



Die Einführung von R' bietet dann ein Mittel dar, die quadratische 
Covariante f von A und B (cf. § 70) in anderer Weise auszudrücken 
als im § 26. Denn es wird 

(11) •" = ^. 



(12) 
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Setzt man du resp. dv gleich Null, so ergibt sich 

1 _ jn^ J^ ^ 

U V 



und wenn noch F = genommen wird : 

(is\ _i_ _ ^ _L _ _ _^ 

^ ^ K ~ K ~ Veg' 

aus welcher Gleichung ein neuer Ausdruck für M folgt (cf. § 22). 

§ 97. 

In der Theorie der Curven auf gegebener Fläche spielt ausser 
der Tangente, Binormale und Hauptnormale naturgemäss die Flächen- 
normale eine ausgezeichnete Rolle. Wir bezeichnen im Folgenden ihre 
Richtungswinkel für eine bestimmte Direction n mit |, ty, g, setzen also 

(1) X=4:cos5, Y=4:cos9^, Z= + cos5. 

Die positiven Richtungen der drei ersten Geraden seien mit tj b, h be- 
zeichnet, so dass 

(2) (aßy) = t, {a'ß'y') = h, ia"ß"r") = h. 

Durch das erste System der Frenetischen Formeln [§ 89 (12)] wird 
man darauf geführt, eine Richtung (|"i2"5")^^ mittels der Gleichungen 

(3) -^— = cos g , -^ = cos 1, , -^— = cos % 

ZU definiren. Dieselbe ist parallel der Tangente derjenigen Curve auf 
der Gauss'schen Kugel, welche der gegebenen bei der Abbildung durch 
parallele Normalen entspricht. Es werde ferner eine zu n und l senk- 
rechte Gerade eingeführt, welche also ebenso wie l in der Tangential- 
ebene der Fläche liegt. Ihre positive Richtung m sei durch die Glei- 
chungen (cf. § 89) 

/-x (2 cos I' , c,„ deosw' ,, c? cos J' ^,f 

(4) -j^ = cos I , ^^.- = cos 12 , -^-^." = cos l , 

(5) d^' = V(äcos r)' + {d cos iiJ + {d cos O' 
bestimmt. Den Formeln (3) und (4) lassen sich noch folgende hin- 
zufügen: 

Idcos I" = — cos %d(i — cos %' de' 
d cos 1^" = — cos Tj dö — cos rj' dö' 
d cos J;" = — cos ^dö — cos g' dö' . 

Um die Beziehungen der Geraden l, m, n zur Tangente etc. zu 
untersuchen, setzen wir 

in der Tangentialebene die Drehung von l nach m, 
in der Normalebene der Curve die von h nach h 

17* 
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(jedesmal durch den rechten Winkel hindurch) als positiv fest, und 
bezeichnen durch ^ den, in positivem Sinne gerechneten Winkel von 
l mit t, durch (p den positiven Winkel von h mit w. Alsdann kann 
in allen Fällen gesetzt werden 

(7) cos (i, t) = cos ^, cos (m, t) = sin ^ 

(8) cos (hy n) = cos q) , cos (6, w) = sin 9 . 

Ferner ist 

(9) cos {n, <) = . 

Nun bestehen unter den neun ßichtungscosinus der Geraden h, t, h 
gegen die Axen n, ü, m sechs Relationen. Eine von diesen, nämlich 

cos^ (f , w) + cos^ {t, l) + cos^ {ty m) = 1 

ist vermöge (7) und (9) von selbst erfüllt. Die übrigen erhalten 
die Form: 

cos^ (fe,m) -|- cos^ (Ä, l) = sin^ (p 

cos^ {bjWi) -\- cos^ (p)^) = cos^ 9 

sin ^ cos (Ä, m) + cos ^ cos (Ä, l) = 

sin ^ cos (6, m) + cos ^ cos (6, Z) = 

cos (6, 2) cos (Ä, i) 4" cos (6, m) cos (ä, m) === — sin 9? cos 9 . 

Aus den vier ersten Gleichungen ergibt sich für ^ = + 1, £'==+ 1 : 

cos (A , m) = — £ cos ^ sin 9) , cos (Ä, Z) == £ sin ^ sin 9) 

cos (6, m) = — f' cos ^ cos 9? , cos (6, Z) = «' sin ^ cos 9 , 

während die letzte die Zeichenbestimmung s' = — e liefert. Man hat 
demnach zur Vervollständigung der Formeln (7, 8, 9) die folgenden: 

r-ifW f ^^® (^' m)= — e cos ^ sin g? , cos {h,l) = B sin ^ sin (p 

lcos(fe,m) = £ cos ^ cos 9?, cos(6,Z) = — £ sin ^ cos 9?. 

Auch das Vorzeichen a kann noch fixirt werden. Wird nämlich fest- 
gesetzt, dass das System der Axen ä, t, 6, in dieser Reihenfolge ge- 
nommen, mit dem System ^, Z, m gleichstimmig sei, so muss die 
Gleichung 

cos (Ä, n) cos (Ä, X) cos (A, m) 

cos {t, n) cos {t, l) cos {t, m) = -|- 1 

cos (6, n) cos (6, /) cos (6, m) 

stattfinden, was für 

(11) a== + i 

eintritt. Wäre die Determinante gleich — 1, so würde man an Stelle 
der gewählten Richtung der Flächennormale die entgegengesetzte 
bevorzugen und damit vermöge (3) und (4) auch die positiven Rieh- 
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tungen von l und m umkehren; dann würden alle Elemente der De- 
terminante ihr Zeichen wechseln. 

Führt man jetzt die Winkel a, a', | etc. wieder ein, so wirdz. B. 

cos (hy n) = cos a" cos S + cos ^" cos i^ + ^^s y " cos g = Jj cos «" cos |, 

und es ergibt sich aus (7) bis (11) folgendes Formelsystem: 

II] cos a cos 1 = 
2J cos « cos S' = sin ^ 
U cos « cos I" = cos ^ 



(13) 



(14) 



2] cos a' 


cos 5 — sin 9 


27 cos a' 


cos 5 — cos ^ cos (p 


27 cos a' 


cos 1 sin ^ cos (p 


27 cos «' 


cos 1 — cos 9 


27 cos a 


' cos 5' == — cos tlf sin qp 


27 cos a' 


cos 1 — sin ^ sin op. 



§98. 

Bildet man die Differentiale der letzten Gleichungen und benutzt 
diese Gleichungen selbst, sowie die Frenetischen Formeln [§ 89 (12, 
17, 18)], so erhält man folgende drei unabhängigen Relationen: 

(1) cos tl^ dö -\- cos q) dc3 = 

(2) dö' — sin g) den — dtp = 

(3) sin il^ da — den' -^ d(p = . 

Sie lassen nach Division mit ds sich schreiben: 

da cos q> 



(4) 
(5) 

(6) 



cos ^ 



ds 



da' d'tp j^ sin <p 

ds ds ' r 

1 dw . . , da 



ds 



ds 



Von den Folgerungen, welche aus diesen Gleichungen gezogen 
werden können, sollen einige besonders wichtige hervorgehoben werden. 

Zunächst ergibt sich durch Elimination von ^ aus (4) und (6), wenn 

cos ^ nicht Null ist, eine Relation zwischen der ersten und zweiten 
Krümmung und den beiden eingeführton Winkelgrössen: 



(7) 



1 dq) 1 . , 

_= — ^^ Icr jh cos OP , 

r ds ^ n ^ r 
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Eliminirt man ferner ^ und , aus (4, 6) und der Gleichung 

§ 96 (7) (nach Substitution von JB' für r), benutzt sodann den Meus- 
nier'schen Satz, so wird 

Hieraus folgt, dass für (p == const., oder wenn die Hauptnormale längs 
der Curve mit der Flächennormale einen constanten Winkel bildet, 
die geodätische Torsion ihrem absoluten Werte nach mit der zweiten 
Krümmung übereinstimmt. 

Wird sin ^ = 0, oder fallen t und l zusammen (abgesehen von 
den positiven Richtungen), so kommt 

d X : dy : d = d X : d Y : d Z y 

eine Proportion, welche umgekehrt das Verschwinden von sin ^ nach 
sich zieht. Sie kennzeichnet die betrachtete Curve als Krümmungs- 
linie. Führt man sin ^ = in (6) ein, so entsteht 

(9) ~ ^^ ~T~ ^^^^ d(o' = dq). 

Es sei nun die Krümmungslinie speciell eine ebene, also — = 0. 

Man überzeugt sich leicht, dass für diese Annahme die Gleichung (3) 
oder (6) noch besteht, obgleich die Formeln § 89 (17) ihre Giltigkeit 
verlieren. Aus (9) folgt (p = const., d. h.: Wenn eine Krümmungs- 
liuie eben ist, so bildet ihre Ebene mit der Flächennormale (oder mit 
der Tangentialebene) einen constanten Winkel. 

Die Gleichungen (1) und (2) ergeben für cos ^ = + 1, t?^ = 0, 
dg) = 0: 

(10) ^ = dz ^g 9^ = const. 

Um diese Gleichung zu deuten, beachten wir, dass die Flächennormalen 
längs einer Krümmungslinie Tangenten einer zweiten Curve sind. Aus 
der Zusammenstellung von § 97 (3) mit § 89 (12) geht sodann hervor, 
dass für diese die Winkel |", 9^", g" die Hauptnormale, §', i^'» 5' die 
Binormale kennzeichnen. Die Grössen dö und da' stellen den Con- 
tingenz- und Torsionswinkel der neuen Curve dar. Mithin folgt: Die 
Normalen längs einer ebenen Krümmungslinie berühren eine Curve, 
für welche das Verhältnis der beiden Krümmungen constant ist. Eine 
solche Curve ist aber eine allgemeine Schraubenlinie, d. h. eine Linie, 
welche die erzeugenden Geraden einer Cylinderfläche unter constantem 
Winkel schneidet. 

Betrachtet man die Durchschnittslinie zweier Flächen und be- 
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zeichnet durch den Index die Grössen, welche sich auf die zweite 
beziehen, so erhält man aus (7): 

dtp == d(x)' + tg ^ cos 9? d(X) 

d(pQ= do' + tg 7pQCOsq)Qdc3^ 
mithin 
(11) d((p — g^o) = (tg iff cos q) — tg ^o cos (p^) dco. 

Die. linke Seite stellt, wie aus der iBedeutung von q) und 9^ sofort 
folgt, das Differential des Winkels der beiden Flächen dar. Setzt man 
nun zwei der Grössen sin ^, sin ^0, d(<p — ^o) gleich Null, so ver- 
schwindet, von leicht zu erledigenden Ausnahmeföllen abgesehen, auch 
die dritte. D. h.: Ist die Durchschnittslinie zweier Flächen 
Krümmungslinie auf beiden, so schneiden sich die Flächen 
unter constantem Winkel. Und umgekehrt: Schneiden sich zwei 
Flächen längs einer Curve, welche Krümmungslinie auf einer von 
ihnen ist, unter constantem Winkel, so ist diese Curve auch Krümmungs- 
linie der zweiten. 

Im Besonderen ist jede Curve auf einer Ebene oder Kugel 
Krümmungslinie der betrachteten Fläche. Daher ergibt sich folgender 
Satz, welcher den zuerst ausgesprochenen als Specialfall enthält: Ist 
eine ebene oder sphärische Curve Krümmungslinie einer 
gegebenen Fläche, so schneidet die Ebene oder Kugel die 
Fläche unter constantem Winkel; und umgekehrt. — 

Man kann die üeberlegungen des § 97 dadurch vervollständigen, 
dass man auch die, in der Tangentialebene gelegene Normale der 
Curve einführt und ihr zwei gerade Linien durch Gleichungen zu- 
ordnet, welche den Formeln § 97 (3, 4) analog sind. Die neun Ge- 
raden, welche alsdann zu betrachten sind, gruppiren sich zu vieren 
derart, dass eine Gruppe der Tangentialebene, eine der Normalebene 
der Curve und eine derjenigen Normalebene der Fläche angehört, 
welche durch die Curventangente hindurchgeht. Die Beziehungen dieser 
Geraden unter einander sollen jedoch nicht weiter verfolgt werden. 
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